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MO DÁU 

SU ifu viét cúa phuctng pháp thi trac nghiém dii va dang duqc chúng minh 
tú nhüng mfóc có nén giáo duc tién fien tren thégiái herí nhüng ifu diém nhif 
tính khách quan, tính bao quát va tính kinh té 

Trong theri gian khóng xa, theo chú trUctng cúa BGD&DT các truáng dqi 
hoc, cao ddng va trung hoc i huyen nghíép se chayen sang hinh thifc layen 
sinh bang phuctng pháp trac nghiém. Va de có duqc theri gian chadn hi tót 
tihát, các bái kiém tra kiéri thúc trong chuang trinh THCS va THPT cüng se 
có pitan trac nghiém dé các em hoc sinh lám quen. 

Tuy nhién, viéc bien soqn các cáa hói trac nghiém can tuán thú mót so 
yéa cáa cef han ve mát lí luán su phqm va y nghTa dích thuc cúa các so liéa 
thóng ké. Ngoái ra, mót dé thi món toán duqc chám hoán toan dita tren két 
qini trac nghiém chác chati sé chUa phu hqp veri hién trqng giáo duc cúa 
mrác ta bái nhién lí do, tíf dó dan teri viéc khóng dám bao duqc tính khádi 
quan trong viéc dánh giá két quá hoc táp cúa hoc sinh. Dékhác phqc nhuqc 
diém náy Nhóm Cu" Món chúng tói déxuát huáng thifc hién nhtfsau: 

1. Veri mói dé thi hoqc dé kiém tra van tuán thú dáng cáa trac chúng va 
diém trac nghiém khóng quá 3.5 diém. 

2. Trong nhCfng cáa hói có phán trac nghiém sé duqc hiéa la "trác 
nghiém vá tu luán”. Ó dáy các em hoc sinh séphái lifu chon mót 
trong bón dáp só vá can hiét ráng sÓ diém a cúa cáa hói náy duqc 
chía lám dói: 


* J ■ 

• Néa lúa chqn dáng lái giá i trác nghiém sé nhán duqc — diém. 

* Néa thiíc hién dáng lo 7 giái tu luán cho cáa hói sé nhán duqc — 

2 

diém cón Iqi. 

Dáy diinh lá yéa tó dé dám báo tính khách quan bái: 

1. Veri nhüng hoc sinh chl mó mam dáp án hoqc nhán duqc nó thóng 

tina nhCfng yéa tó xung quanh sé chi nhán duqc tói da ^ diém vori 
xác suat 25%. 

2. Vói nhéetig hoc sinh hiéa duqc nói dang cáa hói tif dó dinh huáng 
duqc các phép thú bang tay hoác bang máy tính f.x - 570MS chác 
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cJuin sé nhán ductc — diém. 

‘ 2 

3. Veri nhüng hoc sinh khá hetn hiéu hién bang viéc hiéu duqc nói dung 
cáa hói vá có thé thuc hién duqc mót phán cáa hói náy duái dang tu 

« 3 3 3s t 

luán se nhán ductc khoáng — + — = — diem. 

2 4 4 

4. Ci tói cüng, vói nhüng hoc sinh biét cách thuc hién cáu hói duái dang 
tu luán sé nhán ductc a diém. 
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Dua trén tu tuóng náy, Nhóm Cu Món duái su phu trách cua Lé Hóng 
Dúc xin irán trong giói thiéu tái han dgc bó sách : 

TOÁN NÁNG CAO TV LU¿N VÁ TRÁC NGHIÉM THPT 

Bó sách náy se cung cap cho han dot: mót ngán háng bái táp tu luán va 
trac nghiém món toan THPT có chát luong theo dúng thú tu rúa chuong trính 
Toán PTTH hói vi hính thúc han doc se nhán thdy rang bó sách náy chính la 

nhúng cuó'n sách giái bái táp cua bó sách Hoc vá ón táp Toán (duoc vié't 
theo lóp 10,11 , 12) do NXB Dai hoc QuÓc gia Há Nói dn hánh. 

Cuón LltyNC CIÁC duoc bién soan theo dúng thú tu cua chuong trinh 

Luong giác cap PTTH vá ductc chía thánh 2 chuong: ^ 

Chiítfng 1: Hám s<5 luong giác 

Chtictag II: Phtfcmg trinh vá hé phucmg trính luong giác 

Cuói cung, cho dú da rat cógang, nhung thát khó tránh khói nhúng thiéú sót 
bái nhúng hiéu biet vá kinh nghiém cón han che, rdt mong nhán duoc nhúng y 
kié'n dóng góp quy báu cua han doc gán xa. Moi y kiín dóng góp xih lien hé tái: 

Dia chi: Nhóm tác giá Cu Món do Lé Hóng Díte phu trách 

S 6 nhá 20 - Ng6 86 - Duóng Tó Ngoc Ván - Quán Táy Hó - Há Nói 
Dién thoai: (04) 7196671 hoác 0893046689 
E-mail: cumon@hn.vnn.vn hoác lehongduc39(S) vahoo.com . 

Há Nói, ngáy 1 tháng 5 nám 2006 

NHÓM Cv Món - LÉ HÓNG DÜQ 
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CHÜONGi 

HAM SO LIÍOMG GIÁC 

CHÜ DÉ 1 

GÓC VÁ CUNG LlfONG GIÁC 

I. TÓM TÁT LY THUYÉT 

1. SLf DUNG DUÜNG TRÓN LLfONG GLÁC 

Dif&ng non lifcrng giác la diróng trón ’dinh hiróng có bán kính báng 1, trén 
dó có diém A goi la diém góc. 

■ Truc hoánh turong úmg vói truc giá tri cüa cosin. 

■ Truc tung tircfng úmg vói truc giá tri cüa sin. 

■ Dtfóng tháng di qua diém A(l, 0) va vuong góc vói truc eos tircmg úmg 
vói truc giá tri cüa tang. 

■ Duóng tháng di qua diém B(0, 1) va vuóng góc vói truc sin tircmg úmg 
vói truc giá tri cüa cotang. 


2. GIÁ TRI LLfONG GIÁC CUA CÁC CUNG DÁC BIÉT 


\Dii Un 
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— 
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3. DÁU CUA CÁC GIÁ TRI LLfONG GIÁC 
Ta có các két quá sau: 


' —-Dó do 

1 láin só lirong giác~^^—— 

0 < oí < 90" 

90 <r < a < 180° 

cosa 

+ 

— 

sina 

+ 

+ 

tga 

+ 

— 

cotga 

+ 

— 
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4. CÁC HÁNG DÁNG THÜC LUÜNG GIÁC CO BÁN 


a. sin 2 a + cos 2 a = 1 


b. tga = 


sin a 
cosa 


cosa 

c. cotga = —— 
sina 


d. tga.cotga = 1 

e. —— = 1 + tg‘a 
cos ¿ a 

f 1 , 2 

f. —-— = 1 + cotg a 

sin 2 a 


5. HÁM SÓ LÜÜNG GIÁC CIJA CÁC CUNG DÓI NHAU 

a. sin(- x) = - sinx c. tg(- x) = - tgx 

b. cos(- x) = cosx d. cotg(- x) = - cotgx 

6. HÁM SÓ Ll/ONG GLÁC CUA CÁC CUNG BÜ NHAU 

a. sin( 180° - a) = sina c. tg( 180° - a) = - tga 

b. cos( 180° - a) = - cosa d. cotg( 180 a - a) = - cotga 

7. HÁM SÓ LLfCJNG GIÁC CUA CÁC CUNG PHU NHAU 


a. sin(90" - a) = cosa 

b. cos(9CT - a) = sina 


c. tg(90° - a) = cotga 

d. cotg(90° •-a) = tga 


II. PHUONG PHÁP GIÁI CÁC DANG TOAN LIÉN QUAN VA BÁI TÁP 


Bái toán 1: Tính giá tri cüa biéu thúc lirong giác chura các cung dác biét. 


PHl/ONG PHÁP CHUNG 

Ta sírdung: 

1. Các hé quá trong báng giá trj lircmg giác cüa các cung dác bi£t. 

2. Các tính chát sau vdi k e L 

(i) . cosa = cos(a + 2k7t) va sina = sin(a + 2k7t). 

(ii) . tga = tg(a + kn) va cotga = cotg(a + krc). 

BÁI TÁP TV LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 
Báitápl: Tính giá trj cüa các biéu thúc: ; 

a. A = 8 - eos 2 30° + 2sin 2 45 n - & tg W. 


a 3 a 1 

□ A = —. □ A = —. 

.4 4 


□ A = —— □ A = 0. 
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b. B = (a 2 + 1 ).sin0° + b.cos90° + c.cos 180°. 

□ B = a 2 + 1. □ B = a 2 + b. □ B = -c. □ B=b + c. 

Bái táp 2: Tính’giá tri cüa các bié’u thúc: 

a. A = 4sin 4 135" + S eos'150° - 3cotg 2 120° 


□ A = 


□ A = — 
8 


□ A=^ 
2 


u 


A = 2V2 . 






!>. B = 4cos 4 135" - 8sin'l50" - 3(tg 2 120" - tg 4 135"). 

□ B = 2V2. □ B=4>/3. □ B = -6. 

liai táp 3: Tính giá tri cúa các biéu thúrc: 

. a 2 .sin 180° -b* yfí.ún 135° -2ab 2 .eos 150° 


3 . A = 


a. coig!50 n -b.cosO" + 2atg60° 


□ A = a 2 + 1. □ A = a 2 + b 2 . □ A = b 2 . 


h. B = 


a 2 sin90° -b 2 cosO n 
a col g45° + b.ccs 180° -2a.cot g90° 


□ B = 0. 


□ A = a + b. 


□ B = a 2 . 


□ B = a 2 - b 2 . □ B = b 2 - 1. □ B = a + b. 


Bai toáif 2 : Dáu cüa biéu thúrc lircmg giác . 


PHirONG PHÁP CHIJNG 

Ta xác dinh diém ngon cúa góc thuóc cung phán tu nao trén dutmg trón 
don vi, tir dó su dung các hé quá trong báng dáu cúa các giá tri luemg giác. 

BAI TÁP TV LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 

Bai táp 4: Xác dinh dáu cúa các biéu thúrc: 
a. A = eos 195°.tg269°.cotg( - 98"). 

U A > 0. □ A < 0. 

h. B = sin( - 1441 ü ).cosl080° tg908".cotg( - 1972°). 

□ B > 0. □ B < 0. 

B«ai táp 5: Cho oíe(0. — )\{ — 1. Xác dinh dáu cúa các biéu thúrc: 

2 4 


a A = sin(a + — ).cos(a - — 
2 2 

□ A > 0. 

b B = itg2a.cos( -y- - a). 

□ B> 0. 


□ A <0. 


□ B < 0. 


Bai táp 6: Cho - — < a < —. Xác dinh dáu cúa biéu thúrc: 

4 6' 

cos2a.sin(2a + —) 

A =- 

tg(a + —) 

% 

□ A > 0. □ A < 0. 

Báú táp 7: Cho AABC, xác dinh dáu cúa các biéu thúrc: 

a. S, = sinA + sinB + sinC. 

□ S,>0. □ S,<0. 
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□ S2 > 0. □ S¡ < 0. 

Bái táp 8: Cho A ABC , xác dinh dáu cua các biéu thúrc: 

S = tg — + tg — + tg —. 
a 2 6 2 6 2 

□ S > 0. □ S < 0. 

Bái táp 9: Ttm k e Z, sao cho: 

a. sin( ~ + krc) > 0. 

a k chán. □ k le. 

b. cos( y - kn) < 0. 

□ k chán. a k le. 


I Bái toán 3: Rut gon biéu thúrc luong giác. 

PHl/ONU PHÁP CHUNG 
Ta su dung các háng dáng thúc luong giác. 

Cán luu y ráng viéc rút gon biéu thúrc trong nhiéu trucfng hop la cóng vicc 
cán thiét nhát truóc khi thuc hién viéc tính giá tri cüa biéu thúrc. 


BAI TÁP TV LUÁN VÁ TRAC NGHIÉM 
Bái táp 10: Rút gon biéu thúrc: 


a. A = 


sin 2 a + sin 2 a.tg 2 a 

2 2 2 
eos a + cos a.cot g a 


□ A = sin 4 a. □ A = cos 4 a. □ A = tg 4 a. □ A = cotg 4 a. 

b. B = (1 + cotga + —-— )(1 + cotga- - —). 

sin a sin a 

□ B = tga. □ B = 2tga. a B = cotga. □ B = 2cotga. 

Bái táp II: Rút gon biéu thúrc: 


1-cosa í(l+*cosa) z 


sin a 


-1 . 


sin a 


□ B = tga. □ B = 2tga. □ B = cotga. □ B = 2cotga. 
Bái táp 12: Rút gon biéu thúrc: 


a. A = 


sin a - Jcot g 2 a - eos 2 a 


, vái a e ( n, 2n). 


a A = sina. a A = cos 2 a. □ A = tga. □ A = cotg 2 a. 
b. B = y¡(\ + tga).eos 2 a +(1 + cot ga).sin 2 a , vói a € (0, ^). 


□ B = cosa + sina. 
u B = cosa - sina. 


□ B = sina - cosa. 

□ B = -cosa - sina. 
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Rui táp 13: 

Rút gon biéu thúrc: 



a A = 

tga + tgp 




cot ga + cot gP 



□ 

A = tga.tgp. □ 

A = 

= tga.cotgp. 

□ 

A = cotga.cotgp. □ 

A i 

= cotga.tgP. 

b B = 

eos 2 a -sin 2 P . 2 t 2n 

-----cotg a.cotg p. 




sin ¿ a. sin 2 P 



Q 

B = -1. □ B = 0. □ 

B = 

1 • □ B = cosa. 


Raí toan 4: Chúmg minh dáng thúrc lifcrng giác don gián. 

PHl/ONG PHÁP CHIING 

Sir dung he thúrc ca bán va các he quá dé thuc hién các phép bié'n dói 
tirong dirong. Khi do ta lira chon theo các hiíóng sau: 

Hifcmg 1: Bien dói VT thánh VP hoac nguoc lai, trong trucmg hop nay 
thóng thutmg ta lira chon viéc bien dói vé phúc tap vé ve don gián. 

Hudfng 2: Bien dói dáng thúrc vé mót dáng thúrc luón dúng. 

HtítitngS: Xuát phát tir mót dáng thúrc dúng, bién dói thánh dáng thúrc 

cán chúmg minh. 

HtfÓrng 4: Bien dói dóng thcrí VT va VP tói mót biéu thúrc trung gian. 


BÁI TÁP TV LUÁN 

Bái táp 14: Chúmg minh ráng: 

a. sin 4 a + cos 4 a = 1 - 2sin z acos 2 a. 

b. sin 6 a + cos f, a = 1 - 3sin 2 acos 2 a. 

Bái táp 15: Chúmg minh ráng: 

a. (1 + tga)( 1 + cotga)sina.cosa =1 + 2 sina.cosa. 

b. (1 + tga)( 1 + cotga)sina.cosa = (1 + tga)cos 2 a + (1 + cotga)sin 2 a. 
Bái táp 16: Chúrng minh ráng: 

sin a 1-cosa 

a. -=-. 

1 + cosa sin a 

sina + cosa-1 2 eos a 

b. -=-. 

1-cosa sin a - cosa+ 1 

1-cosa (1 + cosa) 2 

c- —- -1 - 

sin a L sin a • 

1 1 

d. - + - : 

1 + tga 1 + cot ga 
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^nuwiu; i. Mam >i» immi: 


Bái táp 17: Chúmg minh ráng: 
tga-sina 1 


a. 


b. 


sin a cosa(l + cosa) 


sin a eos a 

-+-= 1 - sma.cosa. 


I + cot ga 1 + tga 
Bái táp 18: Chúmg minh ráng: 


1 - sin a 1 1 + sin a 
1 + sin a V 1 - sin a 


= 4tg 2 a. 


sin a 


eos a+sma 
Bái táp 19: Chúmg minh ráng: 
tga + tgp 


cosa l+cotg 2 a 

eos a-sin a l-cotg 2 a 


a. 


= tga. tgp. 


b. 


sin 2 a - sin 2 p _ tg 2 a-tg : p 

tg 2 a.tg'P 


cotga + cotgP ~ sin 2 a.sin 2 p 

Bái táp 20: Cho sin 2 a + sin 2 b + sin 2 c = I. Chúmg minh ráng: 

tg 2 a.tg 2 b + tg^.tg^ + tg 2 c.tg 2 a =1-2 tg 2 a.tg 2 b.tg 2 c 
Bái táp 21: Cho: 

f a = sin a 
b = eos a. sin p . 
c = eos a. eos p 

a. Chúmg minh ráng a 2 + b 2 + c 2 = l. 

b. Hay tóng quát hoá cho n s 6 a„ a 2 .a„. 


Bái toán 5: Biéu thúrc li/cmg giác dóc láp dói vói bien. 


PHÜONG PHÁP CHIING 

Ta thi/c hión viéc rüt gon biéu thúc luong giác vé dang háng so. 

BÁI TÁP TV LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 
Bái táp 22: Chúmg minh biéu thúc sau khóng phu thuóc a: 

a. ' A = sin R a + cos*a - 2(1 - sin 2 a.cos 2 a) 2 . 

b. B = 2(sin fi a + cos*a) - 3(sin 4 a + cos 4 a). 

Bái táp 23: Chúmg minh biéu thúc sau khóng phu thuóc a: 

a. A = sin 4 a + sin 2 a.cos 2 a + cos 2 a. 

b. B = sin K a + cos*a - 2(sin 4 a + sin 2 a.cos 2 a + cos 4 a) 2 . 

Bái táp 24: Chúmg minh biéu thúc sau khóng phu thuóc a: 

a. A = (sin 4 a + cos 4 a - 1 )(tg 2 a + cotg 2 a + 2) 

1 


b. B = 


(l-tg 2 a) 2 


tg 2 a 


2 2 
sin a. eos a 
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2 2 2-2 
r , _ tg a-eos a t col g a-sin a • 
c. C —- + - . 

sin a eos a 

l-sin 6 a 3tg 2 a 

c. D = -r-— . 

eos a eos a 

Ráitáp 25: Cho biéu thúc: 

A = a(cos*a - sin*a) + 4(sin*a + cos ft a) + b.sin 4 a. 

Kác dinh a, b dé A khóng phu thuóc váo a, khi dó hay tính giá tri cüa A. 

□ a = 3 va b = 6. □ a = -3 va b = 6. 

□ a = -3 vá b = -6. □ a = 3 vá b = -6. 


Bá toan 6: Tính giá tri cüa biéu thúrc lircmg giác . 


PHUONG PHÁP CHUNG 

Ta sü dung he thúrc co bán vá các hé quá (xét minh hoa vói 0° < a £ 180"): 
üang / Giá sü biét cosa, ta diroc: 

sin 2 a + cos 2 a = l o sina = Vi - eos 2 a , 

sin a cosa . , 1 

tga =-, cotga =-hoac cotga = —. 

cosa sina tga 

Darvg 2: Giá sü biét sina, ta xét hai trirómg hop: 

Tnfdtig hrr¡i I: Né'u 0" < a <, 90", thi cosa, tga, cotga £ 0 do dó: 

t in^n -L r*nr^/v — I >—rnrr, — i rin ^ 


sin a + eos a = 1 o cosa = V1 - sin a , 
cosa 

cotga =- 

sin a 


hoác —-— = 1 + cotg a => cotga = I-1 . 

sin 2 a V sin 2 a 

sina , , 1 

tga =- hoác tga =-. 

eos a * col ga 

Triídng hop 2: Né'u 90"<a^ 18(T, thi cosa, tga, cotga < 0 do dó: 

sin 2 a + cos 2 a = 1 <=> cosa = - V1 — sin 2 a , 

sina „ cosa , , 1 

tga =-, cotga =-hoác cotga =-. 

cosa sina tga 

Ctin g Giá sü biét tga, ta xét hai trircmg hcrp: 

Tri/áng hcr¡i 1: Néu tga £ 0 o 0" <, a ^ 90", thi cosa, sina, 
cotga £ 0 do dó: 

—— = 1 + tg 2 a o cosa = ■ = = •, 


eos 2 a 


'1+tg a 


sin a . 1 

tga =-o sina = tga.cosa, cotga =-. 

eos a tga 
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Tntáng hap 2: Néu tga <0o90°<a< 180°, thi cosa, tga, 
cotga <, 0 do dó: 

1 , 2 1 
--— = 1 + tg a o cosa = — — , 

eos a J i + tg 2 a 

sin a 1 

tga =- <=> sina = tga.cosa, cotga = —-. 

cosa tga 

Dang 4 : Giá sü bié't cotga, tircmg tu dang 3. 

Dang 5: Giá su bié't giá tri cüa mót biéu thúrc luong giác, cán tính giá tri 

cüa các hám só' lirong giác cüa mót góc a, ta lira chon mót 
trong các hiróng sau: 

Hitáng 1: Bién dói biéu thúrc lircmg giác vé dang ch¡ chúa mót 
hám lucmg giác rói thuc hién phép dát án phu (né'u 
cán) dé’ giái mót phircmg trinh dai só\ 

Hifmig 2: Bi^n dói biéu thúrc lircng giác vé dang tích A B = 0. 
Hiten]g .?; Su dung bá't dáng thúrc dé phép dánh giá. 

Dang 6: Giá su bié't giá tri cüa mót biéu thúrc lircfng giác (ky hiéu (1)), 
cán tính giá tri cüa biéu thúrc lirong giác khác (ky hiéu (2)), ta 
lira chon mót trong các hiróng sau: 

Hitáng 1: Bién dói (1) rói thay váo (2). 

Hitáng 2: Bié'n dói (2) rói sü dung (1). 

Hitáng 3: Bié'n dói dóng theri (1) va (2) dán tói biéu thúc 
trung gian (3). 

Hitáng 4 : Sü dung phircfng pháp giái phuong trinh dé tính các 
giá tri don. 

BÁI TAP TV LUAN VA TRÁC NGHIÉM 


Bái táp 26: Bié't cosa =-vói 90° < a < 180". 

17 


a Tính sina, tga. 

8 

□ sina = —, tga = -1. 

17 

17 17 

a sina = —, tga =-. 

15 6 8 

1}. Tính giá tri cüa biéu thúrc A = 


15 8 

□ sina = —, tga = --. 

17 6 15 

15 15 

□ sina = —, tga = -•—. 

17 5 8 


5cot ga + 4tga 
5cot ga - 4tga 


□ A = -5. 


□ A = 4. 


* 21 a 61 

□ A =-. □ A =- 

19 29 
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Bal táp 27: Biét sina =- vói O" < a < 90". tính giá tri cíia biéu thúrc: 


sin a 
1 + eos a 


B = cotga + 

□ B = 2(V2 + 1). 
ü B = 2(V2 - 1). 

Bai táp 28: Biét cotga = 3. 
a. Tính cosa. sina. 


3 . . 1 

□ cosa = —7= va sina = —== . 

VIO VIO 

1 , . 3 

□ cosa = —== va sina = 


□ B = V2 - 1. 

□ B = 2(1 - y¡2 ). 


3 , . 1 

□ cosa = —== w sina = 


Vio 


1 —— — vu vIUlVA - mm ■ ■ • 

Vio Vio 

b. Tính giá tri cíia biéu thúc C = — 


□ cosa = - 


1 


Vio 


va sina = 


Vio 

3 

V¡Ó‘ 


2 -2 
eos a -eos a. sina + sin a 

□ c= 1 . 

11 

Bái táp 29: Biét tga + 2cotga = 3. Tính tga, cotga. 

1 


□ C=i°. □ c= — 

7 9 


□ C=i2. 

11 


□ tga = cotga = -1 hoác tga = 4 vá cotga = - — 

□ tga = cotga = -1 hoác tga = 2 vá cotga = i. 

2 

□ tga = cotga = 1 hoác tga = 4 vá cotga = - —. 

2 

□ tga = cotga = 1 hoác tga = 2 vá cotga = —. 

2 


1 


71 


Bal táp 30: Biét sin'a.cos 2 a = —, vói 0 < a < —. 

4 2 

a. Tính cosa, sina, tga, cotga. 

1 . . 1 

□ sina = —, cosa = 1 va tga = —, cotga = 2. 

2 2 

1 , 1 

□ sina = 1, cosa = — va tga = 2, cotga = —. 

2 2 

75 S. . 

□ sina = -j-, cosa = —— va tga = cotga = -1, 

•s V2 

□ sina = cosa = — vá tga = cotga = 1. 

2 
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Chirinu: I: Hám mü |.tfpni> jiiác 


b. Tính giá tri cüa biéu thúfc G = sin 4 a + cos 2 a. 


□ G = 1 . 


□ G= - 
4 


□ 

16 


□ G = 


Bái táp 31: Bié't sina - cosa = -Jl , vói — < a < n. 

2 

a. Tính cosa, sina, tga, cotga. 

□ sina = y¡2 , cosa = 0 va tga = , cotga = -X= . 

V 2 

□ sina = 0, cosa = - V2 va tga = 0, cotga = oo. 

□ sina = , cosa = —— va tga = cotga = -1. 

a sina = cosa = va tga = cotga = 1. 

2 

b. Tính giá tri cüa biéu thúc F = sin 6 a + cos 6 a. 

□ F = 1. □ F= 8. □ F = —. □ F = — 

4 8 

Bái táp 32: Biét sina + cosa = m, tính giá tri cua các biéu thúrc: 
a. A = cosa.sina. 

.2 


A m 

□ A = — . 
2 


□ A = 


m 


□ A= 


1 - m‘ 


□ A= 


m — 1 


b. B = cos 4 a + sin 4 a. 

□ B=m 4 . 

D 1 + 2m : - m 4 
2 

c. C = tg 2 a + cotg 2 a. 

„ 4-2m 2 

□ C = -;-. 

□ C = 

d. D= • 


□ B = m 2 - 2. 

m 4 -2m : - 1 

a b= - 


□ C = 


m 

4-2m 4 

m 4 

sin 2 a 


2(m 4 -2m 2 -1) 
(m’-l) 2 
_ 2(1 -f 2m 2 - m 4 ) 
(m 2 -1) 2 


sm a + eos a 


sina-cosa tg 2 a-l 
□ D = m. □ D = 2m. . □ D = m - 1. □ D- rr + 1 

Bái táp 33: Tính cosa, sina, tga, cotga, biét: 

a. a. sina + b.cosa = 0, vái a 2 + b 2 * 0. 

b. (1 + —!— )sina + (1 + —— )cosa = 2 + V?. 

eos a sin a 

c. 5sina - 20cosa = 4(tga - 4). 

* d. 49 - 50sina.cosa = 12(tga + cotga), vói 0 < a < 90°. 
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Iláí toan 7: Góc phu, bu nhau. 


PHlfONG PHÁPCHUNG 


Ta sír dung các hé quá: 

Hám so h/cmg giác 
cita huí góc hú nhau 

a. sin(180" - a) = sina. 

b. cos( 180" - a) = - cosa. 

c. tg(180"-a) = - tga. 

d. cotg( 180" - a) = - cotga. 


Hám so lif&ng giác 
cua liai góc phu nhau 

a. sin(90" - a) = cosa. 

b. cos(90" - a) = sina. 

c. tg(90" - a) = cotga. 

d. cotg(90° - a) = tga. 


BÁI TÁP TV LUÁN VA TRÁC NGHIÉM 

Bái táp 35: Biet sina = —, veri 90" < a < 180", tính giá tri các hám so lircmg 

* . * 

giác cüa góc 180" - a. 

Bái táp 36: Biet cosa = -, tính giá tri các hám só luong giác cua các góc 

4 

90" - a vá 180"-a. 

*Bá¡ táp 37: Biet tga = —, tính giá tri các hám só liíong giác cua các góc 

4 

90"-a vá 180"-a. 

42 

Bái táp 38: Biét cotga = ---j-, tính giá tri các hám só lirong giác cüa 
180" - a. 

# 

Bái táp 39: Rut gon biéu thúrc: 

a. A = 2[sin 6 a + sin ft (90" - a)] - 3[sin 4 ( 180" - a) + cos 4 a + 2h 

□ A = -7. □ A = 1. □ A = cos 2 a. □ A = sin 2 a. 

b - B " cotg(90" - a).cotg( 180" - a). 

« 1-sin (90 -a) 


□ B = 


□ B = 


. □ B= 


. □ B = 


sina 


cosa 


eos a 


sin a 


c. C = 


[sin(-954") - eos 1296" J.tg36" 


sin 504" - cos(-234") 


□ C = 0. 


□ C= 1. 


□ C = -l. □ C = -2. 
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cntnmn I: Ham sfl lu>mu giác 


Bái táp 40: Rut gon biéu thúc: 

a. A = sin 6 (a + 7i) + cos fi (a-it)-2sin 4 (a + 2n)-sin 4 (a+ — ) + cos 2 (a- y). 

□ A = -2. □ A = -1. □ A = 0. □ A = 1. 

b. B = [ 1 + tg J (a - ^ )][1 + cotg’ía - 5n)]. 


□ B = 0. 


7tí | 

cos(a + —).sin(37r - a).cos(a-).sin(a - luí). 

2 2 

□ B=l. □ B = 2. □ B = 6. 


Bái táp 41: Chúng minh biéu thúc sau khóng phu thuóc a: 

a. A = cos 4 (180" - a) + sin 2 (18tf’ - a).sin 2 (90" - a) + cos 2 (90" - a). 

b B _ ll-cotg 2 (180 ,l -a)) 2 _1_ 

tg 2 (90°-a) ' sin 2 (l80"-a).sin 2 (90"-a) 

Bái táp 42: Tính các tóng: 

a. S = cos20‘' + cos40° + ... + eos 160° + eos 180". 

□ S = -1. □ S = 0. □ S= 1. □ S = 4. 

b. S = tgl0 ,, + tg30" + tg50° + tg70 ,, + tgll0"+ tgl30" + tgl50" + tgl7'0" 

□ S = 0. □ S=5. □ S=10. □ S=20. 

c. S = suri" + sin 2 2" +... t- sin 2 180". 

□ S = 180. □ S = 90. □ S = 45. □ S = 1. 

d. S = cos 2 2" + cos 2 4° + ... + cos 2 9tf > . 

□ S = 90. □ S = 45. □ S = 22. □ S= 1. 


Bái táp 43: Tính giá trj cúa các biéu thúc: 

a. A = cos( — + kn), vói k e Z. 

b. B = cotg( j + -^), vói k e Z.. 

c. C = sin(— + —).tg(— + —), vói k € 

3 3 4 2 

% 

III. HÜÓNG DAN - GIÁI - DÁP SÓ 

Bái táp 1. 

A 3 

a. A = —. b. 

4 

Bái táp 2. 



Bái táp 3. 


a. A = b 2 . 


b. 


Z. 


B = -c. 

B = -6. 

B = a + b. 
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Raí tap 4. 


a. A < 0. 

Bai tap 5. 


b. 

B < 0. 

a. A > 0. 


b. 

B < 0. 

Bai tap 6. 
Bai tap 7. 

A > 0. 


• 

a. S>0. 

Bai tap 8. 

S>0. 

b. 

^>0. 


Bai t; p 9. Tim k e Z, sao cho: 

a. k = 2n vói n e Z. 

b. k = 2n + 1 vói n € Z. 

Bai táp 10. 

a. Ta bié'n dói: 


A _ sin 2 a(l + g 2 a) 

A — J 2 

eos aO + cotg'a) 


l 

sin a.-- 


2 1 

eos a.-: 


col_ol = lg 4 a 


sin a 


b. Tí bié'n dói: 


,1 


t 


B = (1 + cotga) 2 -^— 

sin a 


1 + cotg 2 a + 2eotga - (1 + coCg 2 a) = 2cotga. 


Bai táp 11. A = 2cotga 
Bai táp 12. 

a. Ta bien dói: • 


A= - 


sin a - 


'( i 


-i 


««(« 


Vsm a 

1 


eos a sino¬ 


cos a 


sin a 


sin a 


sin a + 


eos 2 a sin 2 a + eos 2 a 


= sina. 


sina 


b. Ta bien dói: 

B = -/(eos a + s i n a). eos a + (sin a + eos a), sin a 


a«(H, 

= <y/(cosa + sina)(cosa + sina) = cosa + sina. 

Bai táp 13. 

a. Tabiéndói: 

A = t g q + *gP _ (tga + tgP)tga.tgp = tga 

JL + J_ tgoct- 

tga tgP 
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b. Ta bién dói: 

cotg 2 a 1 , 2 n 

B= —ttz -—-cotg a.cotg 2 p 

sin p sin a 

= (cotg 2 p + l)cotg 2 a - (cotg 2 a + 1) - cotg 2 a.cotg 2 p = -1. 

Bái táp 14. 

a. Ta bien dói: 

VT = (sin 2 a + cos 2 a) 2 - 2sin 2 acos 2 a = 1 - 2sin 2 acos 2 a, dpcm. 

b. Ta bien dói: 

VT = (sin 2 a + cos^)’ - 3(sin 2 a + cos 2 a)sin 2 acos 2 a 
= 1 - 3sin 2 acos 2 a, dpcm. 

Bái táp 15. 

a. Ta bién dói: 

VT = (1 + tga)cosa(l + cotga)sina 

= (cosa + sina)(sina + cosa) = cos 2 a + sin 2 a + 2sina.cosa 
= 1 + 2 sina.cosa, dpcm. 

b. Ta bien dói: 

VP = (l + tga)cosa.cosa + (1 + cotga)sina.sina 
= (cosa + sina)cosa + (sina + cosa)sina 
= (cosa + sina)(sina + cosa) = (1 + tga)cosa(l + cotga)::ina 
= (1 + tga)(l + cotga)sina.cosa, dpcm. 

Bái táp 16. 

a. Ta bién dói dáng thtfc cán chúmg minh vé dang: 

sin 2 a = (1 - cosa)( 1 + cosa) <=> sin 2 a = 1 - cos 2 a 
o sin 2 a + cos 2 a = 1, luón dúng. 

b. Ta bién dói dáng thúrc cán chúmg minh vé dang: 

sin 2 a - (cosa - 1 ) 2 = 2cosa.( 1 - cosa) 

<^> sin 2 a - cos 2 a + 2cosa - 1 = 2cosa - 2cos 2 a 
<¿> sin 2 a + cos 2 a - 1 = 0 <=> 1 - 1 = 0, luón dúng. 

c. Ta bién dói: 

1 + 2cosa + eos 2 a - sin 2 a 
sin 2 a 

1-cosa 1 + 2 eos a + eos 2 a-(l -eos 2 a) 
sina sin 2 a 



1-cosa 2cosa + 2cos 2 a _ 1-cosa 2(1+ cosa)cosox 
• _ • < 
sina sin a sina sin a 


2(1-eos 2 a)cosa 2sin 2 a cosa 


sin a 


sin a 


= 2cotga, dpcm. 


18 



d. Ta bien dói: 


VT = 


cosa 


sin a 


1 + 


sin a 


cosa 


1 + 


cosa 


sin a 


cosa + sin a 


= 1. 


sin a + cosa 


Biai táp 17. 

a. Ta bién dói: 

sin a 


-sin a 


VT= cosa 


(1 - cosa)sina 


sin 2 a.sina cosa(l-eos 2 a)sina cosa(l+cosa) 


b. Ta bién dói: 


sin 2 a eos 2 a 
VT =-+--— 


sin a 


eos a 


1 + 


cosa 


1 + 


sin a 


sin a + cosa 


cosa + sin a 


sin a cosa 

sin' a + eos' a (sina + cosa)(sin 2 a + eos 2 a - sina.cosa) 


sin a + eos a 
= 1 - sina.cosa, dpem. 

Bá i táp 18. 

a. Ta bién dói: 


sin a + cosa 


1-sina 1 + sina , 1-sina 1+sina 
VT = -;— +- 2.1 -.- 

1+sina 1-sina Vl + sina 1-sina 
(1 -sina) 2 + (1 + sina) 2 -2(1 -sin a) 4sin 2 a 


1 - sin a 


eos a 


= 4tg 2 a, dpem. 


b. Ta bién dói: 

(cosa - sin a) sin a - (cosa + sin a) eos a 


VT = 


eos 2 a - sin 2 a 


sin 2 a + eos 2 a l+cotg 2 a 

35 —1 -— = T- 2 * dpem. 

sin a - eos a 1 - cot g a 


Báü tip 19. 

a. Ta bién dói: 


vt = is^tüP = agg .. ^8p)tg°'gp =tga , gMpcm . 

tga + tgP 


1 1 

+ 


tga tgP 
b. Ta bién dói: 

sin 2 a - sin 2 P 


•tg a - 


eos a 


•tg 2 p 


VT - eos 2 a.eos 2 p _ eos 2 p 

sin 2 a.sin 2 p tg 2 a.tg 2 p 

eos 2 a.eos 2 P 

(1 + tg 2 p)tg 2 a-(l + tg J a)tg 2 p _ tg 2 a -tg 2 p ^_ 

“ « y _ j - i apem. 

tg a.tg P tg a.tg 2 p 
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Chuiinü l: Ham so l tr» m ü mac 


Bái táp 20. Ta có: 


sin a 


*g a _ eos 2 a _ 
l + tg 2 a sin 2 a 


sin a 


eos 2 a + sin 2 a 


= sin a 


eos a 


Tir dó suy ra: 


• 2 • ’l -2 . tg 2 a tg 2 b tg 2 C . 

sin‘a + sin‘b + sin c = 1 <=> —+ ——- — = 1 

l + tg 2 a l + ig 2 b l + tg 2 c 

<=> tg 2 a.( 1 + tg 2 b).(l + tg'c) + tg 2 b.(i + tg 2 c).(l + tg 2 a) + 

+ tg 2 c.(l + tg 2 a).(l + f g 2 b) = (1 + tg 2 a).(l + tg 2 b).(l + tg 2 e 
tg 2 a.tg 2 b + tg 2 b.tg 2 c + tg 2 c.tg 2 a =1-2 tg 2 a.tg 2 b.tg 2 c, dpem. 

Bái táp 21. 

a. Ta có: 

a 2 + b 2 + c 2 = sin 2 a + cos 2 a.sin 2 p + cos 2 a.cos 2 p 

= sin 2 a + cos 2 a(sin 2 p + cos 2 p) = sin 2 a + cos’a = l, dpem 

b. Tóng quát hoá cho n só' a,, a 2 a n nhu sau: 

a, = sina, 

a 2 = cosa,.sina 2 

a, = cosaj.cosaj.sina^ 


a„_, = cosa,.cosa 2 ...cosa„ 2 .sina B _, 
a n = cosa 1 .cosa 2 ...cosa n . 2 .cosa n _ l 

Bái táp 22. 

a. Ta có: 

sin*a + cos x a = (sin 4 a + cos 4 a) 2 - 2sin 4 a.cos 4 a 


= [(sin 2 a + cos 2 a) 2 - 2sin 2 a.cos 2 a] 2 - — sin 4 2a 

8 

= (1 - — sin 2 2a) 2 - ^sin 4 2a= -sin 4 2a~ sin ; 2a + 1 
2 8 8 


Tíí dó, suy ra: 


A = - sin 4 2a - sin 2 2a +1-2(1-— sin 2 2a) 2 = - 1. 

8 4 

Váy, biéu thürc A khóng phu thuóc a. 

b. Ta có: 

sin 6 a + cos 6 a = (sin 2 a + cos 2 a) 3 - 3(sin 2 a + cos 2 a)sin 2 a.cos 2 a 

3 . 


= l-sin 2a, 

4 


1 . 


sin 4 a + cos 4 a = (sin 2 a + cos 2 a) 2 - 2sin 2 a.cos 2 a = 1 - — sin 2 2a. 
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Ti/ dó, suy ra: 


B = 2(1 - |sin 2 2a)-3(l- ^-sin 2 2a) = - 1. 

Váy. biéu thúc B khóng phu thuóc a. 

Bai táp 23. 

a. Ta có: 

A = (sin 2 a + cos 2 a)sin 2 a + cos 2 a = siirct + cos 2 a = 1. 
Váy. bié’u thúc A khóng phu thuóc a. 

b. Ta có: 


B = sin*a - (sin 4 a + sin 2 a.cos 2 a + cos 4 a) 2 + 

+ cos*a - (sin 4 a + sin 2 a.cos 2 a + cos 4 a) 2 
= (- sin’a.cos 2 a - cos 4 a)(2sin 4 a + sin 2 a.cos ? a + cos 4 a) + 

+ (- sin 4 a - sin 2 a.cos 2 a)(sin 4 a + sin 2 a.cos 2 a + 2cos 4 a) 
= - cos 2 a(sin 2 a + cos 2 a)[2sin 4 a + (sin 2 a + cos 2 a)cos 2 a] - 

- sin 2 a(sin 2 a + cos 2 a)[(sin 2 a + cos 2 a)sin 2 a + 2cos 4 a] 
= - cos 2 a(2sin 4 a + cos 2 a) - sin 2 a(sin 2 a + 2cos 4 a) 

= - cos 4 a - sin 4 a - 2cos 2 a.sin 4 a - 2sin 2 a.cos 4 a 
= - cos 4 a - sin 4 a - 2cos 2 a.sin 2 a(sin 2 a + cos 2 a) 

- - cos 4 a - sin 4 a - 2cos 2 a.sin 2 a = - (cos 2 a + sin 2 a) 2 = - 1. 

Váy, biéu thúc B khóng phu thuóc a: 

Bai táp 24. 
a. Ta lán lircrt có: 

sin 4 a + cos 4 a - 1 = (sin 2 a + cos 2 a) 2 - 2sin 2 a.cos 2 a - 1 = - 2sin 2 a.cos 2 a, 

, , _ sin 2 a eos 2 a 

ig~a + cotg‘a + 2 = —-— + —-— + 2 

eos a sin a 

sin 4 a + eos 4 a + 2sin 2 a.eos 2 a 

sin 2 a.eos 2 a 

(sin 2 a + eos 2 a) 2 1 


sin 2 a.eos 2 a 


sin 2 a.eos 2 a 


Tú dó, suy ra: 

A = - 2sin 2 a.cos 2 a. 


1 


sin 2 a.eos 2 a 


= - 2 . 


Váy, biéu thúc A khóng phu thuóc a. 
b. Ta có: 

V 


(1 -ig 2 q) 2 

tg 2 a 


1 - 


sin a 

eos 2 a 


sin a 


eos a 


(eos 2 a - sin 2 a) 2 
sin 2 a.eos 2 a 


- ( c °s 2 a + sin 2 a) 2 - 4sin 2 a.cos 2 a _ 1 


sin 2 a.cos 2 a 


• 2 2 
sin a.cos a 


-4. 
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Chmmn I: Hám sOi luunt: uiác 


Tírdó, suy ra: 
B = 


_!_4_ * = - 4 

2 2 2 7 
sin a.eos a sin a. eos a 


Váy, biéu thúrc B khóng phu thuóc a. 
c. Ta có: 


C = 


sin 2 a - eos 4 a + eos 2 a - sin 4 a 
sin 2 a.eos 2 a 


sin 2 a + cos 2 a - (eos 2 a + sin 2 a) 2 + 2sin 2 a.eos 2 a 


sin 2 a.eos 2 a 


= 2 . 


Váy, biéu thúc C khóng phu thuóc a. 
Ta có: 


D _ O - sin 2 aXl +sin 2 a + sin 4 a) _ 3tg 2 a 

3sin 2 a 


eos* a 


eos 2 a 


1 + sin 2 a + sin 4 a eos 2 a _ 1 + sin 2 a sin 4 a-3sin 2 a 
eos 4 a eos 2 a 

1 -2sin 2 a + sin 4 a (l-sin 2 a) 3 


eos- a 


= 1. 


eos a eos a 

Vay, biéu thúrc D khóng phu thuóc a. 

Bái táp 25. a = 3 vá b = 6. 

Bái táp 26. 

15 15 

a. sina = —, tga =-. 

17 8 


b. A*-— 
29 


Chú ji: Dé có lói giái khóng phu thuóc váo két quá cúa cáu a) ta su <lung phép 
bié'n dói nhu sau: 


A = 


5cosa 4sina 

• ■ 4 - - - ' — 

_ sina cosa _ 


5eos 2 a + 4sin 2 a eos 2 a+ 4 


5cosa 4sina 5cos 2 a-4sin 2 a 9cos 2 a-4 


Él 

29 


sin a cosa 
Bái táp 27. Ta bién dói: 

sina 


cosa 

B =-+ 


(1 + eos a) eos a + sin 2 a 


sina 1 + cosa (l + cosa)sina 

i+ cos - a ■ = —-* =2 ( Ví + 1) . 

(l + cosa)sina sina v2 - 1 


Bái táp 28. 


3 . . 1 

a. cosa = — 7 = va sina = 


Vio 


Vio' 


b. C = —. 
7 
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Chú y: Dé có loi giái khóng phu thuóc váo két quá cúa cáu a) ta sir dung phép 
bie'rí déi nhir sau: 

1 

cot g 2 a +1 


C = 


sin a 


10 


cotg 2 a -cotga +1 cotg 2 a-cotga + l 7 
Bui táp 29. Tír giá thiét: 

2 

tga + 2cotga = 3 <=> tga + = 3 <=> tg 2 a - 3tga + 2 = 0 


tga 


tga = 1 => cot ga = 1 


1 • 


tga = 2 cot ga = — 

Bai táp 30. 

a. Tír giá thiét: 

sin'a.cos 2 a = -o sin 2 a.( l - sin 2 a) = — o sin 4 a - sin 2 a + i = 0 

A ' ' A A 


. j* 

<=> (sin 2 a-) 2 = 0 o sin 2 a = — <=> sina = 

2 2 2 

>Í2 

Thay giá tri sina = — váo biéu thúrc cúa giá thiét, ta diroc: 

2 


Vi 


'vr 
2 J 


2 . . »<a<— rr 

2 1 2 1 2 v2 

eos a = — <=> cos a = — o cosa = —. 
4 2 2 


Tír dó, ta có ngay tga = cotga = 1. 
b. Ta có ngay: 

G-Í^V í^í-2 
T 2 J T 2 J • 

Bui táp 31. 

a. Ta lira chon mót trong hai cách sau: 

Cách 7 : Bié'n dói sina - cosa = v¿ dang: 

sina = Vi + cosa o sin 2 a -(>¡2 +*cosa) 2 , bcri sina ^ 0 
o 1 - cos 2 a = 2 + 2 Ví cosa + cos 2 a o 2cos 2 a + 2^2 cosa +1=0 


o ( J 2 cosa + 1 ) 2 = 0 e=> cosa =- 

2 

Thay (1) váo giá thiét, ta diroc: 

Ví 

sina = ’tga = cotga = -1. 


(1) 
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»- *■»»»" ■«”»>: k.u'- 


Cách 2: Áp dung bát ding thúrc Bunhiacópxki, la có: 

(sina - cosa) 2 = (1 .sina - 1 .cosa) 2 < (1 + 1 )(sin 2 a + cos 2 a) = 2 
<z> I sina - cosa IsVz. 

Do dó, dé có duoc biéu thúrc cüa giá thiét thi dáu ”=" phái xáy ra trong bát 
dáng thúrc trén: 


1 


1 


sina 


cosa 


<=> tga = -1 <=> a = 135°, 


v A . • V2 V 2 . 

tu do sina =-, cosa =-va cotga = -1. 

2 2 

b. Ta lira chon mót trong hai cách sau: 

Cách 1: Tán dung két quá trong a), ta duoc: 

f rz "N 6 f rzY 


F = sin ft a + cos 6 a = 


Vi 

2 


Vi 


J. 

4 


v - i 

Cách 2: Thuc hién dóc láp vói a), ta bién dói: 

F = sin A a + cos 6 a = (sin 2 a + cos 2 a)' - 3sin 2 a.cos 2 a.(sin 2 a + cos 2 a) 
= 1 - 3sin 2 a.cos 2 a. (2) 

Tir giá thiét: 

sina - cosa = y¡2 ^>2 = (sina - cosa) 2 = sin 2 a + cos 2 a - 2sina.cosci 


1 

c=> sina.cosa = —. 

2 

Thay (3) váo (2), ta duoc: 

. 2 


(3) 


1 

F = 1 - 3.1 -- 
2 


Bái táp 32. 

a. Tu giá thiét: 

sina + cosa = m => m 2 = (sina + cosa) 2 = sin 2 a + cos 2 a - 2sina.cosa 


c=> A = sina.cosa = 


m 2 -1 


b. Ta có: 

B = (cos 2 a + sin 2 a) 2 - 2cos 2 a.sin 2 a 
m 2 -1 


= 1 - 2 . 


( ,V (m 2 - l) 2 1 + 2m 2 - m 4 


= 1 - 


V " / 

c. Ta lúa chon mót trong hai cách sau: 

Cách I: Tán dung két quá trong a) va b), ta duoc: 

sin 2 a + eos 2 a sin 4 a + eos 4 a 2(l+2m 2 -m 4 ) 


eos 2 a sin 2 a 


sin 2 a.eos 2 a 


(m 2 -!) 2 
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Cá*( h 2: Tan dung két quá trong a), ta duoc: 


C = (tga + cotga) 
4 


* 2= (- 


sin a cosa 


Y 


+- — 

sin a ) 


-2 = 


(m 2 -l ) 2 


-2 = 


cosa 

2(1 + 2m 2 - m 4 ) 
(m 2 -1) 2 


sin 2 a.eos 2 a 


-2 


d. Ta có: 
E = 


sin 2 a sina + cosa sin 2 a (sina + cosa)cos 2 a 


sina-cosa sin a ^ sina-cosa 


sin a 


eos 2 a 


eos a 


sina-cosa sina-cosa 
Bái táp 33. 

a. Tir giá thiet: 


a.sina + b.cosa = 0 o a.sina = -b.cosa 


sin 2 a - eos 2 a 


sina - cosa 


sin 2 a - eos 2 a 


= sina + cosa = m. 


sina b 

-= — = tga 

cosa a 

cosa a 

-= — = cot ga 

sina b 


N'oái ra, ta cüng suy ra duoc: 

a 2 sin 2 a = b 2 cos 2 a o a 2 sin 2 a = b 2 (l - sin 2 ot) <=> (a 2 + b 2 )sin 2 a = b 2 


o sin 2 a = 


a 2 + b 2 


<=> sina = 


I b I 


Va 2 + b 2 


cosa = 


± a 


í, 


a + b 


w 72 . 

b. sica = cosa = - va tga = cotga = 1. 

2 

c. TC giá thiet: 

5sina - 20cosa = 4(tga - 4) o 5(sina - 4cosa) = 
O (5cosa - 4)(sina - 4cosa) = 0 <=> 


(sina - 4cosa) 


cosa 
5 eos a - 4 = 0 

sin a - 4 eos a = 0 


Vái 5cosa -4 = 0. suy ra: 

4 3 x 3 4 

5 5 4 *3 

Vói sina - 4cosa = 0, suy ra: 

tga = 4 


sina = 4cosa 


1 

cot ga = — 


sin 2 a = 16cos 2 a o sin 2 a = 16(1 - sin 2 a) o 17sin 2 a = 16 

±1 

—\ rncot — - 

17 VÍ7 


, 16 4 

osina = — o sina = 


cosa = 


TÍ7 ' 
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Chifttni: 1; Hám sd lirom: niác 


d. Tír giá thiéft: 

49 - SOsina.cosa = I2(tga + cotga) 

12 


<=> 49 - 50sina.cosa = 


Dát t = sina.cosa, ta diioc: 


sin a. eos a 


49 - 50t = — o SOt 2 - 49t + 12 = 0 co 
t 


Vói t = —, suy ra: 
2 


t = — 


t = 


1_ 

2 

12 

25 


sin a + eos a 

1 

sina.cosa = - 
2 


(sina + cosa) 2 = 1 + 2sina.cosa 

1 <=> i 

sina.cosa = — 

2 

Túc si na, cosa la nghiém cua phucmg trính: 

x J -x>/2 + - = 001 = — 

2 2 

V2 , 

^-> sina = cosa = — va iga = cotga = 1. 

• 2 

.12 

■ Vói t =- Ban doc tu giá i tuemg tu. 

25 

Bái táp 34. Dát t = sin 2 a, vói O < t <, 1. 

Khi dó: 

• A = 2sin 4 a + 3(1- sin 2 a) 2 = 2t 2 + 3( 1 -1) 2 = 5t 2 - 6t + 3. 

■ Biéu thúc cua giá thiét dupc bien dói ve dang: 

QQ QO 

3sin 4 a + 2(1- sin 2 a) 2 = — 3t 2 + 2( l -1) 2 = -— 

81 81 


sa = y¡2 


o 5t 2 - 4t + — =0o 
81 


4 . 107 

t = — => A =- 

9 81 

16 . 607 

t =— => A =- 

45 405 


Bá¡ táp 35. Ta diroc: 


sin( 180" - a) = —, cos( 180° - a) = . 

7 7 

6 Jñ 

tg(180" - a) = -jf=r, cotg( 180" - a) = 
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Bai táp 36. Ta diroc: 


sin(90" - a) = —, cos(90" - a) = ——, 

4 4 

tg(90" - a) = , cotg(90" - a) = >/Í5 . 

sin( 180° - a) = —, cos( 180" - a) = - -. 

4 4 

tg( 180" - a) = - V¡5 . cotg( 180‘ - a) = — 1 = . 

V15 


Bái táp 37. Ta dirac: 


sin(90 M - a) = ~ 4 = . cos(90° - a) = -L, 

V41 V41 

tg(90" - a) = ^. cotg(90" - a) = 4. 

5 4 

s¡n( 180" - a) = , cos( 180" - a) = —~, 

V41 V41 

tg(180" - a) = - —, cotg(180" - a) = - —. 

4 5 


Bái táp 38. Ta diroc: 


sin(180" - a) = —¡L =, cos(180" - a) = J— , 

vn Vil 

3 Jy 

tg( 180" - a) = -A =. cotg( 180" - a) = —. 

V 2 3 

Bái táp 39. 

a. Ta bién dói: 

A = 2(sin 6 a + cos ft a) - 3[(sin 4 a + cos 4 a) + 2]. 

Trong dó: 

sin r ’a + cos fi a = (sin 2 a + cos 2 a) 1 - 3(sin 2 a + cos 2 a)sin 2 a.cos 2 a 

= 1 - — sin 2 2a, 

4 

' 1 

sin 4 a + cos 4 a = (sin 2 a + cos 2 a) 2 - 2sin 2 a.cos 2 a = 1 - - sin 2 2a. 


Tír dó, suy ra: 


3 - ír/i 1 „• a> 


A = 2( 1 - ^ sin 2a) - 3[( 1 - ^ sin 2 2a) + 2] = -7. 
b. Ta bié'n dói: 

_ l-sin 2 a 2 . 1 

B =- - — + tga.cotga = cotg a + 1 = —-— 

, 1-cos a sin a 
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Chimnii |: Hám m> luont: triác 


c. Ta bié'n dói: 

c = [-sin954" - cosí 296" ].tg36" _ [~sin234" -cos216 ,, ].t g36 , ' 
sin504° -cos234" sin 144" - eos234" 

í -sin(180" + 90" -36")-cos(l80" + 36")].tg36" 
sin(180" -36")-cos(180" +90" -36") 

/ ')¿i | v sin 36 

f * / aa!I ^r(K qxO i . ^>11 (COS 30 “f" COS 30 ). .. 

_ [sid( 90 -36 ) + eos36 ].tg36 _ eos 36 _ { 

sin 36" + cos(90" - 36") sin 36" + sin 36" 

Bái táp 40. 

a Ta bié'n dói: 

A = sin ft a + cos fi a - 2sin 4 a - cos 4 a + sin 2 a 
= (sin 4 a - 2sin’a + l)sin 2 a + (cos 2 a - l)cos 4 a 
= (sin 2 a - l) 2 sin 2 a - sin 2 a.cos 4 a = cos 4 a.sin 2 a - sin 2 a.cos 4 a = 0. 
b. Ta bié'n dói: 


B = (1 + cotg 2 a)(l + cotg 2 a).sina.sina.(- sina).(- sina) 

= (sin 2 a+ cos 2 a)(sin 2 a+ cos 2 a) = 1. 

Bái táp 41. 

a. Ta bié'n dói: 

A = cos 4 a + sin 2 a.cos 2 a + sin 2 a = (cos 2 a + sin 2 a)cos 2 a + sin 2 a 
= cos 2 a + sin 2 a = 1. 

Váy, bióu thúrc A khóng phu thuóc a. 

b. Ta bié'n dói: 


B= 0~ cot 8 a) _ 1 

Trong dó: 


cotg 2 a sin 2 a.eos 2 a 


2_x2 


(1 -cot g*a ) 
cotg 2 a 


1 - 


2 V 
cos a 1 


sin a 


J 


cos a 


sin a 


(sin 2 a - eos 2 a) 2 
sin 2 a.cos 2 a 


(eos 2 a + sin 2 a) 2 -4sin 2 a.eos 2 a _ 1 


sin 2 a.eos 2 a 


2 2 
sin a. eos c 


—4. 


Tir dó, suy ra: 


B = 


• 2 „ „ 2 „ 
sin a. cos a 


-4- 


1 


sin 2 a.cos 2 a 


= -4. 


Váy, biéu thúrc B khóng phu thuóc a. 

Bái táp 42. 

a. Vié't tai S dirói dang: 

S = (cos20" + cos 160") + (cos40° + cos 140") + 

+ (cos60° + cos 120") + (cos80° + cos 100") + co:l$0" 
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= (cos20° - cos20") + (cos40" - cos40") + 

+ (cos60° - cosóO") + (cos80° - cos80°) - 1 


= -l. 

b. Viét lai S dirói dang: 

S = (tglO" + tgl70") + (tg30“ + tg 150") + 

+ (tg50" + tg 130°) + (tg70" + tg 110") 

= (tglO" - tglO") + (tg30"- tg30") + 

+ (t g 50° - tg50“) + (tg70" - tg70") 

= 0 . 

c. Vié't lai S dirói dang: 

S = 2(sin 2 l" + sin 2 2" + ... + sin 2 89") + sin 2 90" 

= 2[(sin 2 l" + sin 2 89") +... + (sin 2 44" + sin 2 46") + sin 2 45"] + sin 2 90" 


= 2(44 + -) + 1 = 90. 

2 

d. Vié't lai S dirói dang: 

S = (cos 2 2° + cos 2 88") + ... + (cos 2 44° + cos 2 46") + cos 2 90" = 22. 

Bá! láp 43. 

a. Ta xét hai trircrng hop cho k chán va k le: 

• Vói k = 21,1 e Z, ta diroc: 

a , n n . V3 

A = cos( — + 21 ti) = eos — = —. 

6 6 2 

• Vói k = 21 + 1,1 e Z. ta diroc: 

* . n ... . jt . 7t 

A = cos( — + it + 21tt) = cos( — + ti) = -eos — =-. 


Váy, ta diroc: 

S 


A = 


néu k = 21 


s 


, Vói I € Z. 


né'u k = 21 + 1 


b. Ta xét ha triróng hop cho k: 

■ Vói k = 31,1 é Z, ta diroc: 

B = cotg( ^ + l7t) = COtgy = . 

■ Vói k = 31 + 1,1 e Z, ta diroc: 

«, y ti 71 . , 2lt 

B = cotg( - + - + lTt) = cotg — = 


_ 1 _ 

S' 
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Chaina: 1: H ám m»' luán ti ¿iác 


■ Vói k = 31 + 2, l • Z, taduoc: 


n 

. i - w 1 


, n 2n , . 

;otg( - + — + 17C) = cotg n = QO. 


Váy, ta duac: 

1 


B = 


VI 


oo 


VI 


néu k = 31 

néu k = 31 + 2, vói 1 g Z. 
né'u k = 31 + 1 


Ban dpc tif lam - Báng viéc xét sáu triíóng herp cho k, cu thé’: 

k = 61, k = 61 + 1. k = 61 + 2, k = 61 + 3, k = 61 + 4, k = 61 + 5„ 1 = Z. 
Thí du: 

■ Vói k = 61.1 e Z, ta dirac: 

C = sin(— + 2l7t).tg(— + 31n) = sin —.tg — = —. 

3 4 3 4 2 

■ Vói k = 61 + l, 1 6 Z, ta diroc: 

_ . n n . n n . .2 n n V5 

C = sin(— + — + 2l7i).tg(— + — + 3l7i) = -sin — .cotg— = 

3 3 42 3 4 2 
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CHÚ DÉ 2 

CÁC HÁM SÓ LLfCfNG GIÁC 

I. TÓM TÁT LY THUYÉT 


1. HÁMTUÁNHOÁN 


Hám só f(x) xác djnh tren táp hcfp D goi la man hoán néu tón tai mót so 
ducmg T sao cho vói moi x € D ta có: 

x-TeDváx + TeD (1) 

f(x + T) = f(x) . (2) 

SÓ nhó nhát (néu có) trong các so T có các tính chai tren goi la chu ky ca 
Avrcüa hám luán hoán f(x). 

Chú y: Các dáu hiéu dé bié't hám so f(x) khóng phái la hám tuán hoán 

Hám so t(x) khóng phái lá hám tuán hoán khi mót trong các diéu kién sau 
bi vi phiim: 

a. Táp xác dinh cúa hám so lá táp hüru han. 

b. Tón tai so a sao cho hám so khóng xác dinh vói x > a hoác x < a. 

c. Phuang trinh f(x) = k có nghiém nhung só nghiém hóu han. 

d. Phuang trinh f(x) = k có vó só nghiém sáp thúr til.. < x n < x„ + má 


• x n - x nf ,1 -> 0 hay oo. 

2. HÁM SÓ LlTONC GIÁC BIÍN SÓ THI/C 

2.1. Hám só y = sinx 

la co: 

■ Hám só y = sinx lá hám só le tren R. 

■ Hám só y = sinx tuán hoán vói chu ky 2 n. 

Do ció, muón kháo sát su bién thién va ve dó thi hám só y = sinx tren R ta chi 
cán kháo sát vá vé dó thi hám só trén doan [0, n], sau dó láy dói xúng dó thi qua 
góc O, ta duoc dó thi tren doan [ - 7i, ti], ciióí cüng linh lien dó thi vira thu dupc 
sang trái vá sang phái theo truc hoánh nhüng doan có dó dái 2 tc, 4ti,... 

Xét hám só y = sinx trén 10,7t] 

Chiéu bié'n thién: Dua váo duóng trón lupng giác ta duoc: 



31 








2.2. Hám só' y = COSX 

Ta có: 

■ Hám só' y = cosx la hám só chán trén R. 

■ Hám só y = cosx tuán hoán veri chu ky 2x. 

Do dó. muó'n kháo sát su bién thién va ve dó thj hám só y = cosx trén R ta 
chi cán kháo sát vá ve dó thi hám só trén doan [0,x], sau dó láy dói xúng dó thi 

qua truc Oy, ta duoc dó thi trén doan [ - ti, xj, cuói cüng tinh tién dó thi vira 

thu duoc sang trái vá sang phái theo truc hoánh nhüng doan có dó dái 2x, 4x,... 


Xét hám só y = cosx trén [0, x] 

Chiéu bien thién: Dirá váo dirdng trón lucmg giác ta dircrc: 



Tir dáy ta có nhán xét quan trong lá cosx < 1, 


2.3. Hám só' y = tgx 

Ta có: 

■ Hám só y = tgx lá hám só le trén R\{ y + kx, k e Z}. 

■ Hám só y = tgx tuán hoán vói chu ky x. 

Do dó, muó'n kháo sát sil bién thién vá ve dó thi hám só y = tgx trén R ta 
chi cán kháo sát vá ve dó thi hám só trén doan [0, ~), sau dó láy dói xúng dó 

thi qua góc O, ta duoc dó thi trén doan ( - y, ~), cuói cüng tinh *ié'n dó thi vira 
thu duoc sang trái vá sang phái theo truc hoánh nhümg doan có dó dái x, 2x,... 
Xét hám só y = tgx trén [0, y) 

Chiéu bién thién: Dua váo ducmg trón luong giác ta duoc: 
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Do thi: 



2.4. Mam f*6 y = cotgx 

Ta có: 

■ Hám só y = cotgx la hám só' le tren R\{k7t, k € Z}. 

■ Hám só y = cotgx tuán hoán veri chu ky n. 

Do dó, muón kháo sát sir bié'n thién va ve dó thi hám só y = cotgx tren R ta 


chi can kháo sát va ve dó thi hám só trén doan (0, — J, sau dó lá'y dói xúmg dó 


thi c|ua góc O, ta duoc dó thi tren doan [ - j ], cuói cüng tinh tien dó thi vita 
thu diroc sang trái vá sang phái theo truc hoánh nhüng doan có dó dái ti, 2ti,... 


Xét hám só y = cotgx tren (0, — ] 


Chieu bié'n thién: Dua váo diícmg trón lucfng giác ta dtídc: 



II. PHIÍONG PHÁP GIÁI CÁC DANG TOAN LIÉN QUAN VÁ BÁITÁP 

j^Bái toan 1: TSp xác dinh cua hám só lirong giác . 

PHI/ONG PHÁP CHUNG 

Muón tim táp xác dinh D cua hám só y = f(x) ta lira chon mót trong hai 
phirong pháp sau: 

Phifanig pháp 1. Tim táp D cua x dé f(x) có nghla, ture la tim: 

D = {x e R I f(x) có nghla}. 

PI\K(n\$ pháp 2. Tim táp E cua x dé f(x) khóng có nghla, khi dó táp xác djnh 
cua hám só la D = R \ É 


33 





BÁITÁP T\J LUÁN VA TRAC NGHIÉM 
Bái táp 1 : Tim táp xác dinh cua các hám só sau: 

1 


a y = 


2sinx - V5 


□ D = R\{ — + 2kn, k g Z} . 

3 

□ D = R\{^+2kn,keZ). 

□ D = R\{- +2k?ü, — +2k7i,ke Z). 

6 6 

□ D = R\{ — + 2kn, — + 2krc, k g Z}. 

3 3 


b. y = 


4-5eosx -2sin 2 x 


□ D = R\{±— +2k7i,k€ Z}. □ D = R\|± — + 2kn, k € Z} 

6 4 

□ D=R\{±| +2k7t,k g Z}. □ D = R\{±~ + 2krt, k € Z} 


c. y = 


cotgx 




□ D = R\ {+ kJt,keZ (. 

6 

□ D = R\{^ + kn kx, k g Z }. 

6 

□ D = R \ | — + kn, — + kn, k e Z ). 

3.2 

□ D = R \ | — + kit, — + kn, k e Z |. 

3 2 

Bái táp 2: Tim táp xác dinh cúa các hám só sau: 
a. y = 2 eos x - >/2 . 

□ D = [ — + 2kn. — + 2kn), k e Z. 

4 4 

. 3ic 5 k . , 

□ D = [ — + 2kn, — + 2kx], k g Z. 

4 4 

□ D = [-+ 2k7t, — + 2kn], k g Z. 

4 4 

□ D= [-— + 2kn, — + 2kn], keZ. 

4 4 
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□ D = R. 

□ D = (-— + kít, — + kit), ktZ. 

3 3 

□ D = (- — + k7i, — + kit), k 6 Z. 

4 4 

□ D = (- — + 2k7t, — + 2kit) u (— + kit, — + kn), k € Z. 

3 3 4 4 


Bái táp 3: Tim táp xác dinh cua các hám só sau: 

j y - 1 

yj- COtgX - y¡3 

□ D = R \ {kit}, k e Z. □ D 


□ D = R\{2kit},ke Z. 


□ D = (kit, — + kit), k e Z. □ D = (— + kit, ir + kit), k e Z. 
6 6 


b. y = 


fl tg 2 x - 2 
2 tg'x-l 


□ D = R\{— + kit},keZ. 

2 

□ D = R\ { — + kit, ±— + kn}, k e Z. 

2 4 

□ D = (— + kn, — + kit), k e Z. r 

4 3 • y 

□ D = (- — + kit, - *■ -+ kit) v (— + kit, — + kit), k e Z. 

3 4 4 ' 3 


Bái loan 2: Tính tuán hoán cua các hám só lucrng giác . 


PHIÍONG PHÁP CHUNG 

1. E>¿ chúmg minh hám só' y = f(x) tuán hoán, ta thuc hién theo các biróc: 

Buác 1: Xét hám só y = f(x)“ táp xác dinh la D, ta cán du doán só thuc 
duong T„ sao cho: 

Vói moi x € D, ta có: 

x-T„€ Dváx + T„e D (1) 

f(x + T„) = f(x) (2) 

Buác 2: Váy hám só y = f(x) lá tuán hoán. 

2. Chúmg minh ráng T„ lá chu ky cua hám só, ture lá chúmg minh T„ lá só nhó 
nhát (1), (2), ta thuc hién phép chúmg minh báng phán chúmg theo các buóe: 
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ch tfw xJ: H á m lnw utsi áv 


Bifóc 1: Giá sur có só' T sao cho 0 < T < T„ thoá man tính chát (2): 

VxeD, f(x + T) = f(x) <=> ... 

=> máu thuán vói giá thié't 0 < T < T„. 

Bifóc 2: Máu thuán náy chúng tó T„ la só dircmg nhó nhát thoá man (2). 
Bifóc 3: Váy hám só y = f(x) la tuán hoán vói chu ky cosa T„. 

3. Xét tính tuán hoán cúa các hám só lutmg giác, chúng ta sur dung các két quá: 

a. Hám só y = sinx vá y = cosx, tuán hoán vói chu ky 27t. 

Ma róng: Hám só y = sin(ax + b) vá y = cos(ax + b) vói a * 0 tuán 

hoán vói chu ky — . 

a 

b. Hám só y = tgx vá y = cotgx, tuán hoán vói chu ky ti. 

Mó róng: Hám só y = tg(ax + b) vá y = cotg(ax + b) vói a * 0 tuán 

hoán vói chu ky —. 

a 

cúng vói ket quá cúa dinh ly: 

Dinh ly 1: Cho cáp hám só f(x), g(x) tuán hoán trén táp M có các chu ky lán 
luot la a vá b vói — € Q. Khi dó, các hám só: 


F(x) = f(x) + g(x), G(x) = f(x).g(x), 
cüng tuán hoán trén M. 

Ma róng: Hám só F(x) = mf(x) + ng(x) tuán hoán vói chu ky T lá bói só 
chung nhó nhát cúa a, b. 


BÁI TÁP T{J LUÁN VÁ TRAC NGHIÉM 

Bái táp 4: Hay xem nhümg hám só náo trong các hám só cho dirói dáy lá 
hám tuán hoán vá xác dinh chu ky nhó nhát (né'u có) cúa chúng: 

a. f(x) = 2cos2x. 


□ T = 4n. □ T = 271. □ T = n. 

b. f(x) = cotg^-4tgy. 

2 4 

□ T = 47ü. □ T = 7i. a ^ = 2^‘ 

c. f(x) = sin2x + 2cos3x. 

rp 271 

□' T = 27t. □ T = 7t. □ T —— 

d. f(x) = 2cos 2 x + 4cos'x + 16cos 4 x. 


□ T = 27i. □ T = ti. 


□ T 


7t 
2 ‘ 


□ T 


7t 

2 ‘ 


□ T 


K 

4 ‘ 


□ T 


71 

3' 


□ T 


K 

4 ' 
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Bái táp 5: Hay xem nhúng hám só nao trong các hám só cho duói dáy la 
hám tuán hoán va xác dinh chu ky nhó nhá't (néu có) cúa chúng: 

a. f(x) = 2cos 2 x - 3sinx + 2. b. f(x) = 2cosx + sin(x S ). 

Bái táp 6: Hay xcm nhürng hám só nao trong các hám só cho dirói dáy lá 
hám tuán hoán vá xác dinh chu ky nhó nhá't (néu có) cúa chúng: 

a. f(x) = >/1 + sinx . 

□ T = nV2. □ T = 2n. a T = it. □ T = j- 

b. flx) = s/f + cot gx . 

T = 2n. □ T = n. □ T=£. □ T= 

2 4 

Bái táp 7: Hay xem nhímg hám só náo trong các hám só cho duói dáy lá 
hám tuán hoán vá xác dinh chu ky nhó nhát (neu có) cúa chúng: 

a. f(x) = cotg Vx . b. f(x) = cos(x 2 ). 

Bái táp 8: Düng dinh nghla tim chu ky cúa hám só: 
f(x) = AcosXx + BsinXx. 

□ T=y. □ T = ~ . □ T = Xn. □ T = 2Xn. 

Bái táp 9: Tón tai hay khóng tón tai mót hám só f(x) khóng phái lá háng só, 
tuán hoán trén R nhung khóng có chu ky co só. 


Bái toan 3: Tính chán, le cúa hám só luong giác. 

PHLfONG PHÁP CHUNG 
Ta thirc hién theo các biróc sau: 

Bifóc 1: Tim táp xác dinh D cúa hám só, khi dó: 

■ Néu C lá táp dói xúmg (túc lá Vx e D => - x € D), ta thirc 
hién tié'p buóc 2. 

■ Néu D khóng phái lá táp dói xúng (túc lá 3x e D má - xí 
D), ta ké't luán hám só khóng chán cüng khóng le. 

Bifóc 2: Xác djnh f( - x), khi dó: 

■ Néu f( - x) = f(x) ket luán hám só lá hám chán. 

■ Néu f( - x) = - f(x) ké't luán hám só lá hám le. 

■ Ngoái ra ké't luán hám só khóng chán cüng khóng le. 

Chú y: Vói các hám só luong giác co bán, ta có: 

1. Hám só y = sinx lá hám só' lé. 

2. Hám só y = cosx lá hám só chán 

3. Hám só y = tgx lá hám só lé. 

4. Hám só' y = cotgx lá hám só' lé. 
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BAI TÁP TV LUÁN VA TRÁC NGHIÉM 
Bái táp 10: Xét tính chán, 1¿ cua các hám so sau: 

a. f(x) = x.sinx. 

Q Hám chán. a Hám lé. □ Khóng chán khóng le. 

b. f(x) = cos 2 x + 4sinx. 

a Hám chán. a Hám lé. □ Khóng chi 

Bái táp 11: Xét tính chán, lé cua hám só: 

f(x) = I x | .cosx. 

a Hám chán. a Hám lé. a Khóng chi 


□ Khóng chán khóng lé. 


□ Khóng chán khóng le. 


Bái táp 12: Xét tính chán, lé cua các hám só' sau: 


a. f(x) = 


eos 2004 n x + 2004 


sin x 


□ Hám chán. a Hám lé. 

b. f(x)= ---. 

sin x + tgx 


□ Khóng chán khóng lé. 


□ Hám chán. □ Hám lé. a Khóng chán khóng lé. 

Bái táp 13: Xét tính chán, lé cua các hám só' sau: 


cosx 


i»/ V VVJ A 

a - f(x) = 2-ó-• 

6x" +4x 4 +2x 2 +1 

□ Hám chán. a Hám lé. 

b. f(x)= 2 ,J SÍ " X + CO 'g? , 

V x 2 +1 - eos X 

□ Hám chán. □ Hám lé. 


a Khóng chán khóra» lé. 


□ Khóng chán khórg lé. 


Bái toan 4: Kháo sát sir bié'n thién vá vé dó thj cua hám só' lirón g giác. 

PHlíONG PHÁP CHUNG 
1. Vói các hám só lircmg giác co bán, ta có: 

a. Hám só y = sinx 

■ Dóng bión trén khoáng (- — + 2k7t, — + 2krc) vdi k € Z. 

2 2 i 

■ Nghjch bión trén khoáng (— + 2k n, — + 2k7i) vói k g Z. 

2 2 

b. Hám só y = cosx 

■ Dóng bién trén khoáng ( - n + 2krc, 2krt) vói k e Z. 

■ Nghich bión trén khoáng (2k7t, n + 2k7i) vói k e Z. 

c. Hám só y = tgx dógg bié'n. 

d. Hám só y = cotgx nghich bién. 





2. Vói các hám só luong giác phúrc hop, dé xét su bién thién cúa nó ta su 
dur.g dinh nghla. 

3. De vé dó thi hám só', thí du y = Icosx I, thi ta su dung ngay dó Üii cúa 
hám só cosx rói thirc hién các phép dói xúmg. 

BÁI TÁP TI/ LUAN 

Bái táp 14: Xét su bien thién cúa các hám só sau tren mót chu ky cúa nó: 

a. y = cos2x. c. y = cotg3x. 

b. y = l - cosx. d. y = 1 - cos4x. 

Bái táp 15: Vé dó thi cúa các hám só' sau: 

a. y = I sinx |. c. y = co$( - x). 

b. y = cotg | x |. d. y = tg( - x). 


Bái táp 16: Vé dó thi cúa các hám só sau: 


a. y = cos(x-). 

4 

b. y = cotg(x + j ). 


c. y = sin(— - x). 

d. y = tg(2x - y ). 

6 


Bái táp 17: Vé dó thj cúa các hám só sau: 

a. y - 1 - sinx. c. y = 2 + tgx. 

b. y = cos2x. d. y = 2cotg2x. 

f 

Bái táp 18: Kháo sát sir bién thién vá vé dó thj các hám só: 


a. y = (1 - sinx).cosx. 

, 1 - eos X 

b . y ——;-. 

sin x 


c. y = sinx + — cos2x. 
2 


d. y = 


í 1 + sin x 
1 - sinx 


Bái toan 5: So sánh giá tri cúa các hám sÓ luong giác. 

PHl/ONG PHÁP CHUNG 

Ta su dung: 

1. Dáu cúa các giá tri iircmg giác 

2. Su bién thién cúa các hám só luong giác. 

3. Phán tú trung gian. 

• c 

BÁI TÁP TlJ LUÁN 

Bái táp 19: So sánh các cáp só sau: 

a. sin56° vá sin71°13\ b. sinl32°2r vá sinl44°ir. 

Bái táp 20: So sánh các cáp só sau: 

a. sin31 (, 18’ vá sinl32°l\ b. cosll3° vácosS^ 0 . 
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Bái táp 21: So sánh các cap so sau: 

a. eos 102° va sin 111". 

Bái táp 22: So sánh các cap só sau: 

a. tgl33" vá tgl45°. 

b. cotg41° vá cotg33°23\ 


b. cos47‘ vá sin46 n . 


c. tg46 11 vá cotg47°. 


, k <= Z. 


in.HUÓNG DAN - GIÁI - DÁP SÓ 
Bái táp 1. 

a. Hám só xác djnh khi: 

n n _ 

r- sin x* sin — x* —+ 2k7t 

sinx * — <=> < es < ^ , k e Z. 

2 .2ti 2 ti 

sin x* sin— x* — 2k7t 
l 3 l 3 

Váy, táp xác djnh cúa hám só' lá D = R\{ -j + 2kx, — + 2k7i, k e Z|. 

b. Hám só xác dinh khi: 

4 - 5cosx - 2sin 2 x * 0 <=> 4 - 5cosx -2(1- cos 2 x) * 0 
<=> 2cos 2 x - 5cosx + 2 * 0 «. 


cosx *2 cosx *cos— 

<r> < i o « ^ <=> x * ± — + 2kx, k e Z. 

eos x * — , 71 3 

2 cosx*cos(—) 

3 


Váy, táp xác djnh cua hám só lá D = R\{ ± — + 2k7r, k e Z}. 


c. Hám só xác dinh khi: 


x * k7l 


sin x * 0 A 

r <?> \ ti , , k e Z. 
cotgx*V3 x — + kTt 


Váy, táp xác dinh cúa hám só lá D = R \ { -- + kn, kTt, k e Z }. 
• 6 

Bái táp 2. 

a. Hám só xác dinh khi: 


[— V2 3ti 

- 2cosx - v2 > 0 <=> cosx £-= eos — 

2 4 

<z> — + 2k7t £ x < — + 2k7t, k e Z. 

4 4 

Váy, táp xác djnh cúa hám só lá D = [ : — + 2k7U, — + 2kn], ke Z. 

4 4 
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b. Viét lai hám so difói dang: 

y = 


1(1 -2cosx)cosx -(l + 2cosxXl -cosx) 1 


V4 eos 2 x - 1 


(1 + 2cosx)(l -2cosx) 

Hám so xác dinh khi: 

4cos 2 x - 1 > 0 <=> | cosx I >-<=>-— + kn < x < — + kn, k g Z. 

2 3 3 

V$y, táp xác dinh cúa hám só la D = (- — + kn, -j + kn), k g Z. 


Báii táp 3. 

a. Hám so xác dinh khi: 
[sin x * 0 
-cotgx - V5 > 0 

5n 


C-> 


x * kn 


cotgx 


< - V5 - cot g 


5n 


<=> -— + kn < x < n + kn, k e Z. 
6 


5n 


Váy, táp xác dinh cüa hám só lá D = (— + kn, n + kn). 

6 

b. Trifóc het ta cán các diéú kién: 

cosx ^Ooxíí - + kn, k € Z. 

- 2 

tg 2 x * I <=> tgx * ±1 x * ±— + kn, k e Z. 

4 

Him só xác dinh khi: 

2 tg 2 x-l tg 2 x -1 

1 < tgx < -s/3 


(*) 

<**> 


<=> 1 < tg 2 x < 3 <=> 


- >/3 < tgx < -1 


~+k7T<X< — +k7t 

4 3 

+ k7t < x <-— + kn 


, k g Z. 


L 3 4 

Viy, táp xác djnh cúa hám só lá: 

D = (-— + kn, + kn) u ( — + kn, — + kn), k e Z. 
3 4 4 3 

Bá¡ táp 4. 

a 

a. f(i) lá há¡m tuán hoán vói chu ky T = — = n. 

2 
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viiuwih: i. lian) mi immu iíuii 


b. Ta có: 


X 

■ Hám cotg — tuán hoán vói chu ky 2x. 

x 

■ Hám tg — tuán hoán vói chu ky 4x. 

4 

Do dó f(x) lá hám tuán hoán vói chu ky T = 4 n. 

c. Ta có: 

■ Hám sin2x tuán hoán vói chu ky n. 

• Hám cos3x tuán hoán vói chu ky —. 

3 

Do dó f(x) lá hám tuán hoán vói chu ky T = 2n. 

d. Ta có: 

2cos 2 x = 1 + cos2x, 4cos'x = cos3x + 3cosx, 

16cos 4 x = 4(1 + cos2x) 2 = 4 + 8cos2x + 4cos 2 2x 

= 4 + 8cos2x + 2(1+ cos4x) = 6 + 8cos2x + 2cos4x. 
Tir dó, hám só duoc viét lai duói dang: 

f(x) = 1 + cos2x + cos3x + 3cosx + 6 + 8cos2x + 2cos4x 
= 7 +' 3cosx + 9cos2x + cos3x + 2cos4x. 

Ta có: 

■ Hám cosx tuán hoán vói chu ky 2n. 

2 n 

■ Hám cos2x tuán hoán vói chu ky —- = n. 

2 

2 n 

■ Hám cos3x tuán hoán vói chu ky —. 

3 

■ Hám cos4x tuán hoán vói chu ky — = —. 

4 2 

Do dó f(x) lá hám tuán hoán vói chu ky T = 2n. 

Bái táp 5. 

a. Vié't lai hám só' duói dang: 

f(x) = 1 + cos2x - 3sinx + 2 = 3- 3sinx + cos2x. 

Ta có: 

■ Hám sinx tuán hoán vói chu ky 2n. 

* 

2ti 

■ Hám cos2x tuán hoán vói chu ky — = tc. 

2 

Do dó f(x) lá hám tuán hoán vói chu ky T = 2 n. 

b. Tacó:' 

■ Hám cosx tuán hoán vói chu ky 2n. 

2n 


Hám sin(x V3 ) tuán hoán vói chu ky 




Nhimg vi 1 vá V3 khóng khá uóc, nghía lá khóng ton tai bói só' ching bé 

2 íc 

nhát dói vói các chu ky 2n vá —==, nén hám só f(x) khóng tuán hoán. 

V3 


42 




Bái táp 6. 

a. Hám so xác dinh trén R. 

Ta có hám sinx tuán hoán do dó hám f(x) la hám tuán hoán vói chu ky lá 
so T nhó nhát ihoá man: 

f(x + T) = yj\ + sin(x + T) = Vi + sinx = f(x) 

o sin(x + T) = sinr T = 2 n. 

Do dó f(x) lá hám tuán hoán vori chu ky T = 2n. 

b. Hám só xác dinh vói ktt < x < — + kn, k e Z. 

4 

Ta có hám cotgx tuán hoán do dó hám f(x) lá hám tuán hoán vói chu ky lá 
só T nhó nhát thoá man: 

f(x + T) = yj 1 -i- cotg(x + T) = + cotgx = f(x) 

o cotg(x + T) = cotgx => T = n. 

Do dó f(x) lá hám tuán hoán vói chu ky T = n. 

Bái táp 7. 

a. Tacó: 


■ Hám cotgx tuán hoán vói chu ky n. 

■ Hám cotg Vx tuán hoán vói chu ky tü 2 , 

Nhirng vi 1 vá n khóng khá uóc, nghia lá khóng tón tai bói só chung bé 
nhát dói vói các chu ky rt vá ti 2 , nén hám só f(x) khóng tuán hoán. 

Chú y : Các em hoc sinh có the chúng minh hám só khóng tuán hoán háng 
phitcmg pltáp chífng minh phán chifng. 

b. Hám só f(x) khóng tuán hoán vi khoáng cách giifa các nghiém (khóng 
diém) lien tié'p cüa nó dán tói 0, thát váy: 


J (k + l)n - = . -- K --> 0 khi k -> oo (dáu hiéu d). 

V(k + 1 )tc + Vktt 

Bái táp 8. Giá sír hám só tuán hoán vói chu ky T, ta có: 
f(x + T) =f(x) 

o AcosX(x + T) + RsinA.(x + T) = Acosáx + BsinXx 
o A[cosA.x. cosXT - sinXx.sinXT] + 

+ B[sinX.x. cosXT - cos^x.sinXT] = AcosXx + BsinXx 

<=> cosXT = 1 <=> XT = 2ktt o T = , k e Z. 

X 


Váy T = y lá chu ky bé nhát. 

Bái táp 9. Xét hám Dirichle: 

, 0 khi x € Q 

f(x) = 

[l khi x * Q 

Khi dó f(x) lá hám tuán hoán trén R chu ky a e Q + tuy y. 

Vi trong Q + khóng có só nhó nhát nén hám f(x) khóng có chu ky co só. 
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Bái táp 10. 

a. Hám só xác dinh tren D = R la táp dói xúmg. 

Ta có: 

f(-x) = -x.sin(-x) = x.sinx = f(x). 

Váy f(x) lá hám chán. 

b. Hám só xác dinh trén D = R lá táp dói xúmg. 

Ta có: 

f(-x) = cos 2 (-x) + 4sin(-x) = cos 2 x - 4sinx * ± f(x). 
Váy, hám só f(x) khóng chán cüng khóng le. 

Bái táp 11. Hám só xác dinh trén D = R lá táp dói xúmg. 

Ta có: 

f(-x) = | -x | .cos(-x) = I X I .cosx = f(x). 

Váy, f(x) lá hám só chán. 

Bái táp 12. 

a. Hám só xác dinh tren D = R\{ kit, k e Z} lá táp dói xúmg. 
Ta có: 


eos 20 " 4 " (-x) + 2004 eos 2 "*" x + 2004 


2l«Mn 


f(^X) = 


sin(-x) 
Váy f(x) lá hám só le. 
Hám só xác dinh khi: 


sinx 


= -f(x). 


eos x * 0 
sin x + tgx * 0 


<=> 


eos x * 0 
(cosx + l)sinx * 0 

kit 


o < 


eos x * 0 
sin x * 0 


o sin2x *0o2x*kn<=>x* — ,ke Z. 

2 

k_ 

Váy hám só xác dinh trén D = R\{ —, k € Z1 lá táp dói xúmg. 
Ta có: 


f(-x) = — 


- x 


= f(x). 


sin(-x) +tg(-x) sinx + igx 
Váy f(x) lá hám só chán. 

Bái táp 13. 

a. Hám só xác djnh trén D = R lá táp dói xúmg. 

Ta có: 

f(_x) =_ cos( ~ x) __ 

Óí-X)" +4(-x)* +2(-x) ! +1 6X* +4x 4 +2x’ +1 

Váy f(x) lá hám só chán. 

b. Hám só xác djnh trén D = R lá táp dói xúmg. 


cosx 
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Ta có: 


f(-x) = 


sin(-x) + cotg(-x) 
(—x) 2 + 1 -cos(-x) 



- sin x - cot gx 
x 2 +1 -cosx 


-f(x). 


Váy f(x) la hám so lé. 

Bai táp [4. 

a. Hám só tuán hoán vói chu ky rc, do váy ta xét su bien thién cua hám só 
irán doan [0, n], 

Ta có ngay, hám só y = cos2x = 1 - 2sin 2 x nén: 

■ Nghich bien trén khoáng (0, ^ )• 


■ 


7t 


Dóng bien tren khoáng ( — 


7t). 


b. Hám só tuán hoán vói chu ky 2 tü, do váy ta xét su bien thjén cua hám só 
trén doan [0, 27tJ. 

Ta có, hám só y = cosx 

■ Nghich bien trén khoáng (0,7t). 

■ Dóng bien trén khoáng (ti, 2ti). 

Do dó, hám só y = 1 - cosx 

■ Dóng bié'n trén khoáng (0, n). 

■ Nghich bien trén khoáng (tc, 2ti). 

c. Hám só tuán hoán vói chu ky — ,^do váy ta xét su bié'n thién cua hám só 


trén khoáng (0, — ) vá trén khoáng náy hám só luón nghich bié'n. 
3 


d. Hám só tuán hoán vói chu ky ~, do váy ta xét su bié'n thién cua hám só 

trén doan [0, — ]. 

2 

Ta có, hám só y = cos4x 

• Nghich bié'n trén khoáng (0, — ). 

4 

■ Dóng bié'n trén khoáng ( — 

4 2 

Do dó, hám só y = 1 - cos4x 

■ Dóng bién trén khoáng (0, —). 

4 

• Nghich bien trén khoáng (— , — ). 

4 2 
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Chaonti I: Hitm sti lifttm: eíí'h- 


Bái táp 15. Ban doc t:( >¡á¡. 

Bái táp 16. Ban doi ,u ¿idi. 

Bái táp 17. Ban doc tUgidi. 

Bái táp 18. Ban doc titgidi. 

Bái táp 19. 

a. sin56° < sin71"13\ b. 

Bái táp 20. 

a. sin31°18’ < sinl32 M l\ b. 

Bái táp 21. So sánh các cap só' sau: 
a. cosl02°<sinlll°. b. 

Bái táp 22. So sánh các cáp só sau: 

a. tgl33" < tgl45°. . c. 

b. cotg41° < cotg33 <> 23’. 


sinl32°2r > sinl44"l l r . 
eos 113° < cos39”. 
cos47 < ’ < sin46°. 
tg46" > cotg47". 
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e. tg(x + y) = 

f. tg(x - y) = 


2tgx 

c. tg2x = --— 

1 -tg 2 x 


CHU DÉ 3 

CÓNG THLfC LLTONG GIÁC 


1. TÓM TÁT LY THUYÉT 

1. CÓNGTHÜCCÓNG 

a. cos(x + y) = cosx.cosy - sinx.siny 

b. cos(x - y) = cosx.cosy + sinx.siny 

c. sin(x + y) = sinx.cosy + cosx.siny 

d. sin(x - y) = sinx.cosy - cosx.siny 

2. CÓNG thüc nhAn DÓI 

a. sin2x = 2sinx.cosx 

b. cos2x = cos 2 x - sin 2 x = 2cos 2 x - 1 

= 1 - 2sin 2 x 

3 CÓNG THÍfC NHÁN BA 

a. cos3x = 4cos*x - 3cosx 

b. sin3x = 3sinx - 4sin\ 

4 CÓNG THL f C BIÉN Ex5l TÍCH THÁNH TÓNG 

a. cosx.cosy = ^ [cos(x + y) + cos(x - y)). 

b. sinx.siny = — [cos(x - y) - cos(x + y)]. 

• 2 

c. sinx.cosy = -i [sin(x + y) + sin(x - y)]. 

d. cosx.siny = [sin(x + y) - sin(x - y)]. 

5 CÓNG THÜC BIÉN D<5l TÓNG THÁNH TÍCH 

x + y x — y 

a. cosx + cosy = 2cos-— eos 


tgx + tgy 
1 - tgx.tgy 

tgx - tgy 
1 + tgx.tgy 


c. tg3x = 


(3-tg x)tgx 
1 - 3tg 2 x 


. <1 • x + y 

b. cosx - cosy = - 2sin-sin 


2 ' 
x-y 


-. x+y x-y 

c. smx + siny = 2sin--eos-. 

2 2 

d. sinx - siny = 2cos^-^-sin-^—= 


47 



sin(x + y) 

e. tgx + tgy = -— 

eos x. eos y 

t „ sin(x-y) 

f. tgx - tgy = -i-— 

eos x. eos y 


sm(x + y) 

g. cotgx + cotgy =-— . 

sin x.sin y 

, sin(y - x) 

h. cotgx - cotgy =-—-. 

sin x.sin y 


6. CÓNG THÜC HA BÁC 

. > l-cos2x 

a. sm‘x =-. 

2 

. 2 l + cos2x 

b. eos x =-. 

2 

7. CÓNG THÜC RÚT GON 
Ta có: 


. , 3sinx-sin3x 

c. sin x =- 


, 3 eos x + eos 3x 

d. cosx=- 

4 


a. asinx + bcosx = Va 2 + b 2 sin(x + a) vói cotga = 


= Va 2 + b 2 cos(x - a) vói tga = 


b. asinx - bcosx = Va + b sin(x - a) vói cotga = — . 

a 


= - Va 2 + b 2 cos(x + a) vói tga = —. 

b 

He quá. 

a. sinx + cosx = sin(x + — ) = yfí cos(x-). 

4 4 

b. sinx - cosx = sin(x - —) = - cos(x + —). 

4 4 

c. Mó róng: 

2 

cotgx + tgx = — -- . 

sin2x 

cotgx - tgx = 2cotg2x. 

8. CÓNG THÜC TÍNH sino, cosa, tga THEO tg y 

Néu dát t = tg —, ta ducx:: 

2 


■ sma = 


1 + t 2 
1-t 2 

■ cosa =--, 

1 +1 

2t 

«ga=—. 
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II. PHUONG PHÁP GIÁI CÁC DANG TOAN LIÉN QUAN VA BAI TÁP 


Bai toan 1: Bien dói biéu thirc luong giác thánh tóng. 


PIILONG PHÁP CHUNO 
Sí/ dung các cóng thúc lucmg giác. 

BÁIT^PTV LUÁN 
Bái táp l: Bien dói các bié'u thúrc sau thánh tóng: 


a. A = cosa.cos2a.cos3a. 


b. B = 2sina.sin2a.cos 


Bái táp 2: Bien dói biéu thúrc sau thánh tóng: 

71 7C 

P = 4cos(a-).sin2a.cos(a + — ). 

3 3 


Bái toan 2: Bien dói biéu thúrc ltrcmg giác thánh tích. 


PHUONG PHÁP CHUNG 

Viéc bién dói biéu thúrc ltrcmg giác vé dang tích phu thuóc váo các phép 


bién dói dang: 

Dang I : 

Bién dói tóng, hiéu thánh tích. 

Dang 2: 

Bién dói tích thánh tóng. 

Dang 3: 

Lúa chon phép bién dói cho cos2x. 

Dang 4: 

Phuong pháp luán hé só'. 

f)ang 5: 

Phuong pháp háng só' bién thién.’ 

Dang 6: 

Phucrng pháp nhán. 

Dang 7: 

SCr dung các phép bién dói hón hcrp. 


• BÁI TÁP LUÁN 

Bái táp 3: Bien dói các biéu thúrc sau thánh tích: 

a. A = 2cos2a-V3. +c - C=l-lga. 

. d. D = 1 + 2sina - cos2a. 

b. B = sin3a - cosa. e# E = 1 + cosa + cos2a. 

Bái táp 4: Bien dói các biéu,thürc sau thánh tích: 

a. A = 2sin’a - cos2a + cosa. 

+ b. B = 3(cotga - cosa) - 5(tga - sina) - 2. 
te. C = 9sina + ócosa - 3sin2a + cos2a - 8. 

Bái táp 5: Bién dói các biéu thúrc sau thánh tích: 

a. A = 2sin2a - cos2a - 7sina - 2cosa + 4. 

b. B = 1 - cosax - cos2bx + cos|a + 2b)xj 
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\_nu(Tim i: nam so monu uiac 


Bái táp 6: 

a. A = 
+ b. B = 
c. C = 

Bái táp 7: 

% 
c. C = 

Bái táp 8: 

a. A = 

b. B = 
6 c. C = 


Bié'n dái các biéu thúrc sau thánh tích: 
cos 4 a - cos2a + 2sin 6 a. 
cos 2 a + cos’a + 2sina - 2.^ 
sin 2 2a - 12(cos 4 a + tg 2 a) + 36. 

Bié'n dói các biéu thúrc sau thánh tích: 
sin*a + cos x a - 2(sin lo a + cos"’a). 
cos 2 3a + cos 2 2a - sin 2 a. 
sin 2 3a - cos 2 4a - sin 2 5a + cos 2 6a. 

Bié'n dói các biéu thúrc sau thánh tích: 

(cosa + 1 ).sin-cosa.sin-1. 

2 2 

cos'a + sin 7 a + — (cos’a + sin'a)sin2a - (cosa + sina). 
2 / 

2( 1 - 4sin 2 a)sin3a - 1, vói a * — + kn, k e Z. 


Bái toán 3: Rut gon biéu thúrc lucmg giác. 


PHIÍONG PHÁP CHUNG 

Su dung các cóng thúrc lucmg giác círng các phép bié'n dói lucmg giác. 

BAI TÁP TV LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 
Bái táp 9: Rut gon các biéu thúrc: 


( 


a. A = 


1 


+ 1 .tgx. 


,eos 2x 
□ A = sin2x. a 

b. B = cos8x.cotg4x - 


A = .usx. a A = tg2x. □ A = cotg2x. 
cot[ ? 2x-l 


2co g2x 

□ B = cosx. □ B = s»n2x. □ B = cos p .x. □ B = -sinSx. 

Bái táp 10: Rut gon các biéu thúrc: 

+ a. A = sina + sin2a + ... + sinna. c C = cos 2 a + cos 2 2a+ ...4 cos 2 na. 

b. B = cosa + cos2a f...+cosna. ”^d D = sin 2 a + sin 2 2a + ... + sin 2 ña. 

Bái táp 11: Rut gon biéu thúrc: 


4 A = — \2-y¡2~...->j2~2cosx , vói 0 <i x ^ 2it-. 
2 c- - -< 


ndáucAn 

X X 

□ A = cosnx. □ A = sin —. □ A=cos—- 

2 2 n 


A X 

□ A = sin—. 

2 n 
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J 


= c&s- 


2n 


+ eos 


táp 12: Rút gon biéu thúrc: 
a. A 
^ b. B = 

A-te. C = 


4n 


+ ... + eos 


2nrc 


2n + 1 2n + 1 2n + 1 

(2cosa - l)(2cos2a - 1)... (2cos2"~ 'a - 1). 

1 1 1 


+ ... + 


A 2 ** a 2 1 ** 

4 eos - 4 eos —- 

2 2 2 


4" eos 2 


a 


d. D = 
Bái táp 13: 

a. A = 

□ 

□ 

b. B = 


(1 + 


l 


)(1 + 


1 


)...(! + 


1 


)• 


cos2a cos4a cos2 n a 

Vói a * kn, k g Z hay rút gon các biéu thúrc: 
1 1 


eos a. eos 2a eos 2a. eos 3a 
2 sin na 


+ ... + 


1 


A = 

A = 


eos na. sin 2a 
2 sin na 

cos(n + l)a.sin2a 

1 1 


□ A = 

□ • A = 


eos na.cos(n + l)a 
2 eos na 


□ B = 


sin a. sin 2a 

1 


sin 2a.sin 3a 


+ ... + 


cos(n + l)a.sin2a 
2 eos na 

sin(n + l)a.sin 2a 

1 


sin a 


B = 


1 


Bái táp 14: 

t a. A = 


sin 2 (n + l)a 

Rút gon các biéu thúc: 

1 a 1 a 

tga + -tg- + ... + —tg — 

2 2 2 n 2 n 

A= T 7 tg ~T " 2t « 2a - 
2 2 n 

1 3 

A = — cotg-2cotg2a. 

2 n 2“ 


□ B = 

□ B = 


sin na.sin(n + l)a 
sin na 


sin a.sin(n + l)a 
eos na 

sin 2 a.sin(n + l)a 


A 1 . a 

A = —tg—. 

2 n 2 n 

A 1 a 

A =—cotg — 

2 n 2 n 


b. B = 

a 

Q 

c. C = 


□ 

a 


tga + 2tg2a + ... + 2 n tg2 n a. 

B = tga - 2".tg2"a. 

B = cotga - 2 B .cotg2 n a. 
tga.tg2a + tg2a.tg3a + ... + tg(n - l)a.tgna 

C=Ü5i- n . 

tga 


B = tga-2 n *'.tg2 n>, a. 

B = cotga - 2" 4 '.cotg2 n + 'a. 


^ cot gna 

-n. 

cot ga 


Q c.-*5--n. 

cot ga 

□ c-2S!fi“-n. 

tga 
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Bái toán 4: Chürng minh dáng thúrc lucmg giác dóc láp vói bié'n só. 


PHlfONG PHÁP CHUNG 

Sir dung các phép bié'n dói liróng giác dé thirc hién phép rút gon biéu thúc 
lircmg giác. 

BÁI TÁP TV LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 
Bái táp 15: Chúng minh biéu thúrc sau khóng phu thuóc váo x: 

A = cos 2 (x - —) + cos 2 x + cos 2 (x + —). 

3 3 

Bái táp 16: Xác dinh a e (0, y) dé biéu thúrc sau khóng phu thuóc váo x: 

A = cosx + cos(x + 2a) + cos(x + 4a) + cos(x + 6a). 


n 

□ a = — 
6 


□ a = —. 
4 


□ a = — 
3 


□ Vó nghiém. 


Bái táp 17: Tim a, b sao cho các biéu thúrc sau khóng phu thuóc x: 
a. A = a.cos4x + 4a.cos2x + b - cos 4 x. 


□ a tuy V va b = - 

8 


□ a = b = —. 

8 


□ a = — vá b tuy y. □ a = -— váb=— . 

8 7J 8 8 

- b. B = 2a.sinx - a.sin3x + bsin5x - sin'x. 


_ 1 .. 15 

□ a = — váb = —. 

16 16 


15 1 
□ a = — va b = —. 

16 16 


□ a = b = 0. □ Vó nghiém. 

Bái táp 18: Tim a, b sao cho các biéu thúrc sau khóng phu thuóc x: 

7C n 3 

a. A = a.cos 2 x + b[cos 2 (x + —) + cos 2 (x-)]-. 

3 3 2 

1 11 

□ a = b = —. □ a = -— váb=—. 

2 2 2 

□ a = b. □ Vó nghiém. 

b. B = a(cosx - 1) - cos(ax + b 2 ) + b 2 + 1. 

□ a = 0 vá b tu^ y. □ a tuy y vá b = 0. 

a a = 1 vá b tuy y. □ a tuy y vá b = 1. 
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Bái toan 5: Tính giá tri cua biéu thúrc lirang giác. 


PHITONG PHÁP CHUNG 


Thtfe hién phép bié'n dói lircrng giác dé’ don gián bié’u thúrc cán tính giá tri. 

BAI TAP T \J LUAN VA TRAC NGHIÉM 

Bái táp 19: Tính giá tri cua biéu thúrc A = sin 6 a + cos A a biét: 

7t 

a. a = —. 


□ A = 


□ A = - 
8 


□ A = 


3>/3 


□ A = 


10 + 3>/3 


, 5tc 

b. a = —. 

12 

a 13 
16 


□ A = —. 

2 ' 


□ A = 


Bái táp 20: Tính giá tri cita các biéu thúrc: 

n it n n n 

a. A = sin—.eos—.eos—.eos — .eos—. 

48 48 24 12 6 


□ A = 


2y¡2 


□ A = 


□ A = —. □ A=—. □ A = 


, ^ .Tr.5ir.77t.ll7t 

b. B = sin—.sin — .sin — .sin- 

.a 24 24 24 24 


□ B = 


□ B= —. □ B= —. 

16 8 


^ 7t . 77t . 13 tt . 19tt . 257t 

c. C = sin—.sin — .sin-.sin-.sin- 

-3 30 30 30 30 30 


□ C = 1. 


□ C = —. 
2 


□ C = 


Bái táp 2*1: Tính giá tri cua các biéu thúc: 

2tt 4tt Ó7t 8 tt 
a. A = eos— + eos— +cos— +cos — 
9999 


* 1 x 1 

□ A = —. □ A = —. 

2 2 

b. B = sin 10°. sin30°. sin50°. sin70 H . 

□ B = —. □ B = -. 

16 8 


□ A = —. 
2 


□ B= —. 
4 


□ B = -. 

2 


□ C = —. 
32 


□ A = 


3>/2 


□ B= 

2 
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Bái táp 22: Tính giá tri cua các biéu thúrc: 


2 7t 2 ^ 

a. A = tg — + cotg —. 

12 12 


□ A =14. □ A =11. □ A = 8 . □ A = 2V3 . 


b. B = tg 2 — + cotg 2 —. 

24 6 24 

r» A- ^ □ A=-U. □ A= 

2 fi- V 3 

Bái táp 23: Tính giá tri cua các bié'u thúrc: 

? n , 37t , 571 * 

a. A = eos — + eos — + eos —. 

7 7 7 


2-V3 


□ A= 


12 + 2>/3 
2->/3 


□ A = 1. 


□ A = —. 
2 


□ A = — 
2 


l r» 4 tt 4 3 tc 4 5 n 
b. B = eos — + cos— +cos — 
7 7 7 


0 


□ A = 


□ B = 


□ B = 

8 


□ B = —. 

4 


1 i 1 

c. C=- +-— +-—. 

n 3tc 571 

eos — eos — eos — 

7 7 7 

□ C = 1. □ C = 2. 

Bái táp 24: Tính giá tri cua các biéu thúrc: 

4 7t 4 3tt 4 5te 
a. A = eos — + eos — + eos —. 


□ C= 3. 


□ B= A. 

2 


□ C = 4. 


A 3 A 7 

□ A = —. □ A = —. 

4 8 


A 21 

□ A = — 

16 


□ A = 


b. B = eos*—+ cos f 


+ eos — 


□ B = 


35 _ 17 

□ B = —. □ B = —. 

32 16 


Bái táp 25: Tính giá tri cua bié'u thúrc: 


Z71 <471 

A= l Icos— + 3 eos— + 3 eos 


□ B = 


. J . V j . / J 

□ A = —. □ A = —. □ A = 21 — . □ A= 


_,Í5^3V7 
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Bai táp 26: Biét: 


1 111 , 

- +- +-+-= 6 . 

• 2 2 2 2 
sin x eos x tg x cot g x 

Tính giá tri cúa cos2x. 

ü cos 2 x = -l. L cos 2 x = 0. □ cos 2 x =— 


Bái táp 27: Biét: 


eos a + eos b = m 
sin a + sin b = n 


, vói m, n * 0 . 


Tính giá tri cüa sin(a + b). 

mn 2mn 

^ 2 T' ^ 2 T' 

m + n m + n 


m 2 + n 2 


□ cos 2 x = —. 

3 


m + n 


Bái toan 6: Chúng minh dáng thúrc lirong giác. 

PHtTONG PHÁP CHUNG 

Ta lúa chon mót trong các huóng bién dói sau: 

Hiráiig 1: Düng cóng thúc lupng giác bién dói mót vé thánh vé cón lai 
(VT => VP hoác VP ro VT). Khi dó: 

■ Néu xuát phát tír vé phúrc tap ta cán thuc hién viéc don 
gián biéu thúc. 

■ Néu xuát phát tú vé don gián ta cán thuc hién viéc phán 
tích. 

Htfáug 2: Bién dói dáng thúc cán chúng minh vé mót dáng thúc dá biét 
la luón dúng. 

Huóng Bién dói mót dáng thúc da biét la luón dúng thánh dáng thúc 
cán chúng minh. 

Dé’ y ráng mót biéu thúc lumig giác có thé' dupc bién dói thánh nhiéu dang 
khác nhau. Cháng han ta có: 

sin 2 2 x = 1 - cos 2 2 x = (1 - cos 2 x)(l + cos 2 x). 

sin 2 2x = — (1 - cos4x). 

2 

sin 2 2x = 4sin 2 x.cos 2 x. 

Tuy theo mói bái toán, ta lúa chon cóng thúc thích hpp dé’ bién dói. 

BÁI TÁP TV LUÁN 

Bái táp 28: Chúng minh các dáng thúc sau: 

a. cos(x ± n 7 t) = (-l)"cosx vói n e N. 

b. sin(x ± n 7 t) = (-l)"sinx vói n e N. 
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Bái táp 29: Chúmg minh các dáng thúrc sau: 

a. cos*(x - y) - cos 2 (x + y) = sin2x.sin2y. 

b. cos 2 (x - y) - sin 2 (x + y) = cos2x.cos2y. 

^rSc. 2cosx.cosy.cos(x + y) = cos 2 x + cos 2 y - sin 2 (x + y). 
Bái táp 30: Chúmg minh các dáng thút sau: 

a. sin'x.(l + cotgx) + cosY(l + tgx) = sinx + cosx. 

b. sin3x - 2sin'3x > cos2x.sinx = cos5x.sin4x. 

c. sin 4 x + cos 4 (x + — ) = — - sin(2x + —). 

4 4 2 4 

Bái táp 31: Chúmg minh các dáng thúrc sau: 

a. tg(x - y) + tgx + tg(x + -j) = 3tg3x. 

Áp dung tính giá tri cua biéu thúrc: 

® A = tgl" + tg5 H + tg9° + ... + t g 177°. 

b. ^ tg 2 (x - -j) + tg 2 x + tg J (x + j) = 9tg 2 3x + 6. 

Áp dung tính giá tri cua biéu thúrc: 

A = tg 2 5° + tg 2 10° + tg 2 15° + ... + tg 2 85°. 

sin(x + y + z) 

y* v #a«í _1_ tAif trt*» ___»_i_ 


c. tgx + tgy + tgz = tgx.tgy.tgz + 


eos x. eos y. eos z 


tg*x 


= tg’x + coig’x. 


sin x sin x.cosx eos* x 

Bái táp 32: Cho sinx + siny = 2sin(x + y), vói x + y * kit, k e Z. 

x y 1 

Chúmg minh ráng tg — .tg — = -. 

2 2 3 

Bái táp 33: Chúmg minh các dáng thúrc sau: 

i . . ~ . i na . (n + l)a 

a. 1 + cosa + cos2a + ... + cosna =-. eos—sin --. 

a 2 2 

sin — 

2 

b. sinx + sin(x + a) + sin(x + 2a) + ... + sin(x + na) = 

1 ... na. . (n + lá 

= -. sin(x +—)sin- 

.a 2 >2 

sin — 

2 

c. cosx + cos(x + a) + cos(x + 2a) + ... + cos(x + na) = 

1 . na. . (n + lX 

=-. cos(x +—)sin-- 

a 2 2 

sin — 

2 
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Bai toan 7: Chúmg minh bát dáng thúrc lircfng giác. 

PHUONG PHÁP CHUNG 

Muón chúmg minh mót bát dáng thúrc lirong giác, ta sir dung các cóng cu: 

1. Các cóng thúrc luang giác dé’ bié'n dói bát dáng thúc lircmg giác. 

2. Tính chá't cua các hám só' lirón g giác. 

- 1 < sinx < 1 vá - 1 < cosx < 1 

sinx i'cosx = V2 sin(x ± —) => | sinx ± cosx UV 2 

4 

Mó róng 

I a.sinx + b.cosx | ^ Va 2 +b 2 . 

3. Các bát dáng thúrc dai só' vá tính chát tam thúrc bác hai. 


BÁI TÁP TV LUÁN 

Bá¡ táp 34: Cho 0 £ x £ y £ vá x + y = y. Chúmg minh ráng: 


x.sinx + y.siny ^ —(sinx + siny). 
4 


°’2 


Bái táp 35: Chúmg minh ráng: 

a. cos(sinx) > sin(cosx), veri x e 

b. cos(sinx) > sin(cosx), vói moi x. 

Bái táp 36: Chúmg minh ráng* veri 0 < x < y thl: 


3 x 


+ 1 


2 ^*' n * 4 . 2'* k > 2 2 

Bái táp 37: Cho 0 £ x, y, z £ 7 t, chúmg minh ráng: 

^. x + y + z 
sinx + siny + smz £ 3sin-¿—. 

Bái táp 38: Cho x, y, z > 0 vá thoá man x + y + z < —, chúmg minh ráng: 
tgx.tgy + tgy.tgz + tgz.tgx < 1 . 

Bái táp 39: Cho x, y, z > 0 vá thoá man x + y + z = —. chúmg minh ráng: 

sin 2 x + sin 2 y + sin 2 z + 3sinx.siny.sinz ú j. 

Bái táp 40: Cho 2cos 2 x - 3cosx - 3 > 0, chúmg minh ráng sin —-—1 < 0. 

^ eos X J 

Bái táp 41: Chúmg minh ráng vói 0 < x < — luón có: 

2 

tg 7 x + cotg 7 x > tgx + cotgx. 
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Bái toan 8: Tim giá tri lón nhá't va nhó nhá't cüa biéu thút (hám stí) lucmg giác 


PHUONG PHÁPCHUNG 

Sü dung: 

1. Tính bi chán cüa các hám só lirmig giác cor bán: 

I sinx | <, 1 va 0 £ sin 2n x <, 1, vói n nguyén dirang. 

I cosx I ^ 1 vá 0 < cos 2n x <, 1, vói n nguyén dirang. 

2. Tính chát cüa tam thúrc bác hai: 

ax 2 + bx + c < - —, vói a < 0. 


ax 2 + bx + c >-, vói a > 0. 

4a 

3. Bát dáng thúc da i só. 

bái t*p tu luAn va trÁc nghiéim 

Bái táp 42: Tim giá tri lón nhá't va nhó nhá't cüa các hám só: 

a. y = sinx - 1. 

□ y M .,= 1 váy Min = -l. □ y M „ = 1 vá y Min =-2. 

□ y M ., = 0 vá y Min = -2. □ y M „ = 0 vá y Min = -1: 

b. y = 3cos2x + 2. 

□ y M „ = 5 vá y Ml „ = -1. □ y M „ = 2váy Min 

□ y M „ = 3 váy Min = -l. □ y M .x = 2 vá y M)n 


□ y M „ = 2 vá y Min = 0. 

□ y M .* = 2 vá y Mln = -3. 


Bái táp 43: Tim giá tri lón nhá't vá nhó nhá't cüa các hám só: 


a. y = - 2sinx + 4, vói — < x < —. 

6 6 

□ y M .* - 5 vá y Min = 2. 

□ y M ., = 4 vá y Mm = -2. 

b. y = 4cos2x - 1, vói — £ x < —. 

12 8 


□ yvux = 6 váy Min = 1. 

□ y M .x = 2 Vá y Min = -2. 


□ y M .x = 3 vá y Mm = -1. □ y Mu = 2 vá y Min = -3. 

□ y M .x = 3 vá y Ml „ = -5. □ y M « = 1 vá y Min = -5. 

Bái táp 44: Tím giá tri lón nhá't vá nhó nhá't cüa các hám só sau: r> 

a. y = 3 Vi + sinx - 1. 

□ y„„ = 2váy M „ = 0. • □ y M „ = -v/2 - 1 vay M ,„ = C 

o yM« = 3>/2 - 1 váy M „ = -I. q y M>> = 3 a/ 2 + 1 váy M „ = -l 

b. y = 2 + 2sinx + cos 2 x. 

□ yM.x = 5 váy Min = -l. 
a y M .x = 4 vá y Min = 0. 
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□ y M « = 3 váy Min = 1. 

□ y M .x = 2 vá y Ml „ = 1 






c y = sin 2 x + 2sinx + 5. 

□ y M .x = 5 Vá y Min = 1. 

□ y M .x = 7 vá y Min = 5. 

2 1 

d y = sinx - eos x + —. 


□ y M « = ^ v a yMm = 0. 

1 . 1 

□ yM« = - vay Min = -~ 


□ yM» = 8 vá y Mm = 3. 
a y M « = 8 vá y Mjn = 4. 


3 „ 3 

a yvi»= - vay Mm = -- 
2 4 

m ' .1 

□ y M .x = 2 vay Min = 


Bái táp 45: Tim giá tri lón nhát vá nhó nhát cua các hám so: 

a. y = 2sin 2 x + 4sinx.cosx + VJ. 

□ y M .x = 2>/5 - 1 váy Mjn = -l. □ y M »x = 2 Vi - 1 váy Min = Vi 

□ y M .x = 2 Vi + 1 vá y Min = I. □ y M . 

b. y = a.cos 4 x + b.sin 4 x vói 0 < a < b. 

□ y M .x = b vá y Mtn = 0. □ 

ab 


= 2 Vi + 1 vá y Min = Vi, 


□ y M .x = b vá y Min = 


a + b 


yM.x = a vá y Min = 0. 

u x a ~b 

y M .x = b va y Min = 


a + b 


Bái táp 46: Tim giá tri lón nhát vá nhó nhát cua hám só: 

y = a.sin'x + b.smx.cosx + c.cos x. 

Bái táp 47: Tim giá tri lón nhát vá nhó nhát cua các hám só': 
3 sin x 


y 2 + eos x 

□ y M „= 1 váy Min = ->/3. 

o y M .,= Vi váy Min = -V3. 

b>. y = —— vói x e [0, nj. 

2 + eos x 

ü Ym - = 7T váyM '“ = '¿- 
1 „ A 

Ü = V3 ^ yM,n = °‘ 

c . y = -— : —ven x e - J. 
2 + sinx ... 2 2 

□ y M ,„ = --L. 
1 

□ y M « = -yj va yMm = o. 


□ y M .x= V3 váy Min = -l. 

□ y M .x= V 2 vá y Min = - V2 . 


□ y M .x = Vi vá y Min = 


Vi* 


□ y M .x= Vi váy Mm = 


y M .x = Vi Vá y Min = - 
y M .x = Vi Vá y Min = 


Vi’ 
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□ y Max * 1 + Vi va y M ,„ = I- Vi. 

□ y M .x= V3 váy M(n = 1. 


d. y = 1 + 


3sinx 


□ 

□ 


2 + eos x 

y= Vi va y Min = - Vi. 
yM.*= Vi vá y Min = -1. 
cosx + 2sinx + 3 


2cosx -sinx + 4 
y M .* = 3 vá y Ml „ = 0. 

_ 2 _ 

11 


vói - n < x < n. 


□ y M .x= 1 váy Min = -l. 

□ yM W = | váy Mtn = i. 


e. y = 

□ 

□ y Max = 2 vá y Min = 

Bái táp 48: Tim giá tri nhó nhát vá giá tiflón nhát cúa hám só: 

y = sin-- + eos-- + 1. 

1 + x 2 1 + x 2 

□ y M .x = 3 vá y M ¡„= 1. 
a y M .x = 2 váyM¡„«=-l. 

17 

□ y m.x = — ^ y M tn = —2sin 2 1 - sinl + 2. 

O 

□ yM.x - 4 vá y Mm = 2sin 2 1 + sin 1 - 2. 

Bái táp 49: Tim giá trj lón nhát vá nhó nhát cua hám só: 

y = Veosx + Vsinx . 

□ y M ax = 2 Vá y Mm = 0. □ y m«x = 1 vá y Mw = 0. 

□ y M .x = Vi vá y Min =1. □ y M „ = 2>Í2 vá y Min = 1. 

Bái táp 50: Tim giá tri lón nhát cua hám só: 

y = Vi + 2cosx + Vi + 2sinx . 

□ yM.«=l + V3- a jím„ = 2V5. 

□ y M ., = 2V* + V 2 - □ y», = Vr+V2 ■ 

Bái táp 51: Tim giá tri lón nhát vá nhó nhát cúa các hám só: 
a. y = 

□ 


sm‘ n x + cos'°x. 


y M .* = 1 vá y Mi „ = 0. 

y M .« = 1 vá y M ¡n = 77 
lo 


□ y M .* = 2 vá y Min = 0. 

□ y M .x = 2 vá yvh n = J- 

lo 


2(1 + sin2x.cos4x) - — (cos4x - cos8x). 


b- y = 

a y M .« = 5 váy Min = 1. 
a 


1 


1 


y M „ = 2 vá y Mi „= 


□ y M .* = 4 vá y Min = 0. 

5 , 

□ y M .x= - va y Mm = -1. 
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Bái táp 52: Tim giá tri nhó nhát cúa hám só: 

1 1 .. « n 

y = —— + -vói O < x < — . 

sinx cosx 2 

^ yMin - O. □ yMin ~ i • C3 y M „, —■ >/2 . □ yMin = 2 yfí . 

Bái táp 53: Cho hám só': 

2 k cosx + k + 1 

y = -. 

cosx + sin x + 2 

a. Tim giá tri lón nhát va nhó nhát cúa hám só yói k = 1. 

□ y M .x = 2 vá y Min = 0. □ y M „ = 4 va y Min = 1. 

□ y Max = 3 vá y Min = -1. □ y M « = 1 vá y M(n = 0. 

b. Xác dinh k sao cho giá tri lón nhát cúa hám só dat giá trj nhó nhát. 

□ k = 2. □ k = 1 □ k=—. □ k=-. 

2 3 

Bái táp 54: Tim k dé giá trj nhó nhát cúa hám só sau nhó han -1: 

k sin x + 1 

y - - 

eos x + 2 

Bái táp 55: Cho hám só: 

a eos 3x - sin 3x + 1 
eos 3x + 2 

a. Tim giá tri lón nhát vá nhó nhát cúa hám só. 

b. Xác dinh a dé giá tri lón nhát cúa hám só nhó han hoác báng 1. 

Bái táp 56: Vói a £ 1, tim giá tri nhó nhát cúa hám só 

y = Va + eosx + Va + sinx . 

III. HlTÓNG DÁN - GIÁI - DÁP SÓ 
Bái táp 1. 

a. Bien dói bié’u thúc vé dang: 

A = — (cos3a + cosa).cos3a = — (cos 1 2 3a + cos3a.cosa) 

2 2 

• = ~ [— (1 + cosóa) + — (cos4a + cos2a)l = — (1 + cosóa + cos4a + cos2a). 
2 2 2 4 

b. Bien dói biéu thúrc vé dang: 

B = (cosa - cos3a).cos — = eos — .cosa - cos3a.cos — 

2 2 2 

1 . 7a . 3a x \ . 1 la a . 

= — (eos — + eos —)-(eos-+ eos —) 

2 2 2 2 2 2 

1 . 7a 3a lia a x 

2 2 2 2 2 
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Chuum: I: Him Itfuni: ciác 


Bái táp 2. Bifi'n dói biéu thúrc vé dang: 

P = 4cos(a + — ).cos(a-).sin2a = 2(cos2a + eos— ).sin2a 

3 3 3 

= sin4a - sin2a. 

Bái táp 3. 

a. Bié'n dói biéu thúrc vé dang: 

A = 2(cos2a-) = 2(cos2a - eos —) = -4sin(a + — ).sin(a - —-). 


12 

b. Bié'n dói biéu thúrc vé dang: 

B = sin3a - sin( — - a) = 2cos(a + — ).sin(2a - — 

2 4 4 

c. Bié'n dói biéu ihtfc vé dang; 

sin(—-a) >/2sin(— -a) 

_ 7t 4 4 

C = tg— - tga = --- = -. 

4 cosa 

eos —.cosa 

4 

d. Bié'n dói biéu thúrc vé dang: 

D = 1 + 2sina - (I - 2sin 2 a) = 2sin 2 a + 2sina = 2(sina + 1 )sina. 

e. Bié'n dói biéu thúrc vé dang: 

E = 1 + cosa + 2cos 2 a - 1 = (2cosa + l)cosa. 


12 


Bái táp 4. 

a. Bié'n dói biéu thúrc vé dang: 

A = 2sin'a - 1 + 2sin 2 a + cosa = 2(sina + 1 )sin 2 a + cosa - 1 * C 
= 2(sina + 1)(1 - cos 2 a) + cosa - 1 
= (1 - cosa)[2(sina + 1)(1 + cosa) - 1] 

= (1 - cosa)[l + 2sina.cosa + 2(sina + cosa)] 

= (1 - cosa)[(sina + cosa) 2 + 2(sina + cosa)] 

= (1 - cosa)(sina + cosa)(sina + cosa + 2). 

b. Bié'n dói biéu thúrc vé dang: 

B = 3(cotga - cosa + 1) - 5(tga - sina + 1) 

cosa sina 

= 3(-cosa + 1) - 5(-sina + 1) 

sina cosa 

3(cos a - sin a. eos a + sin a) 5(sin a - sin a. eos a + eos a) 


sina cosa 

3 5 

= (sina + cosa - sina.cosa)(-). 

• sina cosa 

c. Bié'n dói biéu thúrc vé dang: 

C = 9sina - 9 + ócosa - ósina.cosa + cos2a + 1 

= 9(sina - 1) - 6cosa(sina - 1) + 2cos 2 a 

= 9(sina - 1) - 6cosa(sina - 1) - 2(sin 2 a - 1) 

= (sina - 1)(9 - ócosa - 2sina - 2) = (sina - 1 )(7 — ócosa - ¿sina). 
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B¿di táp 5. 

a. Bien dói biéu thúc vé dang: 

A = 2sin2a - cos2a - 7sina + 2cosa + 4. 

A = 4sina.cosa - 2cosa - 1 + 2sin 2 a - 7sina + 4 
= 4sina.cosa - 2cosa + 2sin 2 a - 7sina + 3 
= 2cosa(2sina - 1) + (2sina - l)(sina - 3) 

= (2sina - 1 )(2cosa + sina - 3). 

b. • Bien dói biéu thúc vé dang: 

B = (l - cosax) + [cos(a + 2b)x - cos2bx] 

= ¿sin 2 -- - 2sin( — + 2b)x.sin — = 2[sin — -sin( — + 2b)x].sin — 

2 2 2 2 2 2 


= 4cos(— +b)x.sin( -bx).sin — = -4cos( — + b)x.sinbx.sin —. 
2 2 2 2 


Báii táp 6. Bien dói các biéu thúc sau thárh tích: 

a. Rién dói biéu thúc vé dang: 

A = cos 4 a - cos 2 a + sin 2 a + 2sin 6 a = (cos 2 a - 1 )cos 2 a + sin 2 a + 2sin 6 a 
= -sin 2 a.cos 2 a + sin 2 a + 2sin fi a = (1 - cos 2 a)sin 2 a + 2sin 6 a 
= sin 4 a + 2sin !S a = (2sin 2 a + l).sin 4 a. 

b. Rién doi biéu thúc vé dang: 

B = (1 + cosa)cos 2 a -2(1- sina) = (1 + cosaX 1 - sin 2 a) -2(1- sina) 

= [(1 + cosa)(l + sina) - 2](1 - sina) 

= (cosa + sina + sina.cosa - 1)(1 - sina). 

c. Bién doi biéu thúc vé dang: 

C = sin 2 2a - 12(cos 4 a + tg 2 a) + 36. 

Báii tjp 7. 

a. Bién dói biéu thúc vé dang: 

A = (suVa - 2sin l0 a) + (cos K a - 2cos l0 a) = (1 - 2sin 2 a)sin x a + (1 - 2cos 2 a)cos ,< a 
= cos2a.sin K a - cos2a.cos*a = (sin x a - cos H a)cos2a 
= (sin 4 a - cos 4 a)(sin 4 a + cos 4 a)cos2a 
= (sin 2 a - cos 2 a)(sin 2 a + cos 2 a)(sin 4 a + cos 4 a)cos2a 
= - (sin 4 a + cos 4 a)cos 2 2a. 

b. Bien déi biéu thúc vé dang: 


i 


1 


1 


B = — (1 + cosóa) + cos 2 2a-(1 - cos2a) = — (cosóa + cos2a) + cos 2 2a 

2 2.2 

= cos4a.cos2a + cos 2 2a = (cos4a + cos2a)cos2a = 2cos3a.cosa.cos2a. 

c. ftén doi biéu thúc vé dang: 

C = —(1 -cosóa)- —(1 +cos8a)~ —(i -coslOa)+ —(1 +cosl2a) 

2 2 2 2 

= — (eos 12a - cosóa) + ~ (eos 10a - cos8a) = -sin9a.sin3a - sin9a.sina 


= -(sin3a + sina)sin9a = -2sin2a.cosa.sin9a. 
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Chtfoni: I: Ham sO Imtnc i:»ác 


Bái táp 8. 


a 


a. Dát t = sin 2 —, khi dó biéu thúrc diroe viét lai duói dang: 
2 

A = (cosa + l).t 2 - t.cosa - 1 . 

Phirong trinh A = 0 có nghiém thco t lá t = 1 va t = 
diroc phán tích thánh: 


1 


eos a +1 


de dó A 


A = (t - 1 )[(cosa + 1 ).t + 1 ] = (sin 2 — - 1 )(2cos 2 — .sin 2 - + 1) 

2 2 2 

= (sin 2 — - 1)(— sin 2 a + 1). 

2 2 

b. Bién dói biéu thúrc vé dang: 

B = cos*a + sin 7 a + (cos’a + sin 4 a)sina.cosa - (cosa + sina) 

= cos^a + sin 7 a + cos 4 a.sina + sin 6 a.cosa - (cosa + sina) 

= cos 4 a(cosa 4-sina) + sin 6 a(cosa + sina) - (cosa + sina) 

= (cosa + sinaXsiriri + cos 4 a - 1) 

= (cosa + sina)[sin 6 a + (cos 2 a - 1 )(cos 2 a + 1)] 

= (cosa + sina)[sin 6 a - sin 2 a(cos 2 a + 1)] 

= sin 2 a(cosa + sinaXsin 4 a - cos 2 a - 1) = sin 2 a(cosa + sinaXsin 4 a + siria — 2). 

c. Vói a * — + kre, k e Z thi cosa * 0. Ta nhán cá hai vé cüa biéu thfc vói 

2 

cosa * 0 duoc: 

C.cosa = 2(1- 4sin 2 a)sin3a.cosa - cosa 

= 2sin3a.(4cos 2 a - 3).cosa - cosa,= 2sin3a.(4cos’a - 3cosa) - cosa 

= 2sin3a.cos3a - cosa = sinóa - sin( — - a) 

2 


_ 5a n„ . , 7a n x 

= 2cos( — + — ).sin(-). 

2 4 2 4 


Bái táp 9. 

a. Ta bién dói: 


l + cos2x 2eos 2 x sinx 2eosx.sin x 

A=-— «gx= 


cos2x 
Ta bién dói: 


cos2x cosx 


cos2x 


sin2x 

cos2x 


= »£*. 


_ eos 2 2x -sin 2 2x _ cos4x cos*x 

B = cos8x.cotg4x--= cos8x. 


2cos2x.sin2x 


sin4x sin^x 


, o cos4x _ . cos4x _ . . . . 

= (cos8x - 1) ——— = -2sin 4x. —-= -2 sin4x.cos4x = - nn»x. 


sin4x 


sin4x 
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Bai táp 10. 

a. Xét hai trirarng hap: 

Tntang hcrp 1 : Néu a = 2k7t, k g Z thí: 

sina = sin2a = ... == sinna = 0 => S = 0. 

Ti 1 ( 0 ) 1 $ hcrp 2: Néu a * 2krc, k € Z thi nhán cá hai vé cüa biéu thúrc vori 

2sin — „ ta duoc: 

2 


^ ^ 

2Asin— = 2sina.sin— + 2sin2a.sin— + ... + 2sinna.sin — 

2 2 2 2 

a 3a 3a 5a (2n-l)a (2n + l)a 

= COS-COK + COK-OOS + ... + COS-COK- 

2 2 2 2 2 2 

a (2n + l)a _ . na . (n + l)a 

= eos-eos- = 2sin — .sin- 

2 2 2 2 , 


o A = 


. na . (n + l)a 

sin — sin- 

_ 2 2 

. a 
sin - 
2 


b. Xét hai tnrcrng hgrp: 

Tntang hap 1 : Néu a = 2k7t, k g Z thi: 

cosa = cos2a = ... = cosna = 1 => S = n. 

Tritang hap 2: Néu a * 2kít, k e L thi nhán cá hai vé cüa biéu thúrc veri 
2sin —, ta difOc: 


^ ^ <| 

2Bsin— = 2cosa.sin — + 2cos2a.sin— + ... + 2cosna.sin — 

2 2 2 2 

3a . a . 5a . 3a . (2n + l)a . (2n-l)a 
= sin—-sin— +sin-sm— + ... + sin-sm- 


= sin 


2 2 
(2n + l)a 


.a . na 
- sin — = 2sin — .eos 

2 2 


2 

(n + l)a 


oB = 


. na (n + l)a 

sin — eos-— 

2 2 


sm 


a 


c. Ta bié'n dói biéu thúrc vé dang: 

C = —(1 + cos2a) + —(1 +cos4a) + ... + —(1 + cos2na) 
2 2 2 

= — + — (cos2a + cos4a + ... + cos2na). 

2 2 

Xét hai trirong hcrp: 

Tnfáng hcrp /: Néu a = kn, k g Z thi: 

cos2a = cos4a = ... = cos2na = 1 => C = n. 
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Qmnm _1; H*m sfi luunu niác 


Tritáng hap 2: Né'u a * kn, k 6 Z thi ta di tính tSng T = cos2a + cos4a + ... -+cos2na 
báng cách nhán cá hai vé cua biéu thúrc vói 2sina, ta diroc: 

2T.sina = 2cos2a.sina + 2cos4a.sina + ... + 2cos2na.sina 

= sin3a - sina + sin5a - sin3a + ... + sin(2n + 1 )a - sin(2i - 1 )a 
= sin(2n + l)a - sina = 2cos(n + l)a.sinna 
cos(n+ l)a.sin na 


TCr dó, suy ra: 


sina 


n cos(n + l)a.sin na 
2 2 sin a 

d. Ta lira chon mót trong hai cách sau: 

Cách 1: Ta bién dói bicu thiíc vé dang: 

D= —(1 -cos2a) + —(1 -cos4a) + ... + —(1 -cos2na) 

2 2 2 

= —-(cos2a + cos4a + ... + cos2na). 

2 2 

Xét hai trircmg hcrp: 

Tntcmg hcrp 1 : Né'u a = kn, k e Z thi: 

cos2a = cos4a = ... = cos2na = 1 => D = 0. 

Trifáng hap 2: Né'u a * kn, k e Z thi ta tính dircrc tóng: 

_ * cos(n + l)a.sin na 

T = cos2a + cos4a + ... 4 cos2na =- 

sina 

nhir trong cáu c). Tir dó, suy ra: 

n cos(n + l)a.sinna 

2 2 sin a 

Cách 2: Sú dung ké't quá trong cáu c) ta nhán xét ráng: 

C + D = (cos 2 a + sin 2 a) + (cos 2 2a + sin 2 2a) + ... + (cos 2 na + sin 2 a) = n 
0 né'u a * krt 


=>D = n-C = 


n cos(n + l)a.sinna . , »keZ. 

— neu a * kn 


12 


2 sin a 


Bái táp II. Ta có 2 - 2cosx = 2(1 - cosx) *= 4sin 2 ^ 


suy ra: 




COSX 


I '«r** 

= ^ 4sin2 f = : 


2sin — 




2 cosx = 2sin 


* 2 tláu t A n 


\ 


2 - -... - Jl - 2 eos x =2sin — 

-, 2 n 


-V- 

n Jáu cá n 
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Váy, ta duoc: 

A = — .2sin — =sin —. 
2 2 n 2 n 


B¿»¡ táp 12. 

a. í)át a = 


271 


2n + 1 


thi biéu thúrc difdc viét lai dirói dang: 


A = cosa + cos2a + ... + eos na = 


n 

. na (n + l)a 

sin — eos- 

2 2 

. a 

sin — 

2 


né'u a = 2k7t 


né'u a * 2k:i 


b. NhAn xct ráng: 

(2cosx + 1 )(2cosx - 1) = 4cos 2 x -1*2(1+ cos2x) - 1 = 2cos2x + 1. 
Tír dó, ta di xét hai truóng hop: 

Tnfáng h<rji 1 : Neu a = ±— + 2k7i, k e Z thi B = 0. 

6 

Tritón^ furjj 2: Né'u a * ± — + 2k7i, k e Z thi báng cách nhán cá hai vé cüa 

6 

biéu thúrc vói 2cosa + 1, ta duoc: 

B(2cosa + 1) = (2cosa + l)(2cosa - l)(2cos2a - 1)... (2cos2"‘ ’a - 1) 

= (2cos2a + 1 )(2cos2a - 1)... (2cos2 n ’a - 1) 

= (2cos4a + 1)... (2cos2 n " ’a - 1) = 2cos2 n a + 1 

_ 2cos2 n a + l 

oB=-. 

2 eos a + 1 

c. Nhán xét ráng: 


1 


sin x 


1 - eos 2 x 


1 


1 


4eos 1 x 4cos 2 x.sin 2 x 4eos 2 x.sin 2 x sin 2 2x 4sin 2 x 
Tír dó, suy ra: 

1 1 1 


2 


4 eos 


2 a sin a ..2 a 

— 4sin - 


a 

2 


1 


1 


1 2 2® . . J 3 .1.58 


4 eos 


4sin 2 — 4 2 sin 2 


4" eos 


2 a 


n-l_2 a 


4" cos ¿ 


2 a 


I n-l 


4" sin — 
2 “ 
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Chu<>mi 1: Hám sfl Immu aiác 


Cóng theo vé' các dáng thúrc trén, ta dt/oc: 

i 1 


C = - 


sin 2 a 


. n . i d 

4 sin — 

2 " 

d. Bié'n dói biéu thúrc vé dang: 

1+eos 2a 1+eos 4a 


D = 


eos 2a 


eos 4a 


1 + eos 2"a 
eos 2"a 


2cos 2 a 2cos 2 2a 2cos 2 2 n l a 2" cosa.cos2a...cos2 1 ' a 


eos2a eos4a cos2 n a 

Bái táp 13. 

a. Nhán cá hai vé' cúa biéu thúrc vdi sina, ta diroc: 

sin a sina 


eos 2"a 


Asina = 


eos a. eos 2a eos 2a. eos 3a 


+ ... + 


sina 


sin(2a-a) sin(3a-2a) 

^ ... ^ 


eos na. cosí n + Di 
sin[(n + I)a - na] 


eos a. eos 2a eos 2a. eos 3a eos na. cosí n + 1 )a 

= tg2a - tga + tg3a - tg2a + ... + tg(n + l)a - tgna 

= tg(n + l)a - tga = 


sin na 


o A = 


sin na 


cos(n + l)a.cosa 
2 sin na 


cos(n + l)a.cosa.sina cos(n + l)a.sin2a 
b. Nhán cá hai vé' cúa biéu thírc vói sina, ta duoc: 

sina sina sina 


Bsina = 


sina.sin2a sin2a.sin3a 


+ ... + 


sin(2a - a) + sin(3a-2a) 


sin na.sin(n + l)a 
sinfín + l)a - na] 


sina.sin2a sin2a.sin3a sin na.sin(n + l)a 

= cotga - cotg2a + cotg2a - cotg3a + ... + cotgna - cotg(n +■ 

= cotga - cotgín + 1 )a = 


sin na 


sina.sin(n + l)a 


<^> B = 


sin na 


sin 2 a.sin(n f i)a 

Bái táp 14. 

a. Nhán xét ráng: 


eos 2 x - sin 2 x 


cotgx - tgx = 

sin x.cosx 
o tgx = cotgx - 2cotg2x. 


2cos2x 

sin2x 


= 2cotg2x 
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1 ir dó s ta có các ké't quá: 

tga = cotga - 2cotg2a, 

I a 1 a 

— tg — = — cotg-cotga, 

2*2 2 6 2 


tal a 

“-tg— = —cotg — 

2 2 n 2 n • 2 n 


1 a 

-cotg 


2"* 1 ’ '° 2 h 
Cpng ttheo vé' các dáng thúrc trén, ta diroc: 

1 

A = —cotg- 2cotg2a. 

2 n 2 n 


eos 2 x - sin 2 x 


b. Nhán xét ráng: 

cotgx - tgx = 

smx.cosx 
tgx = cotgx - 2cotg2x. 

Tir dó, ta có các ké't quá: 
tga = cotga - 2cotg2a, 

2t¿g2a = 2cotg2a - 2 2 cotg2 2 a, 


J2cos2x 

sin2x 


2 n ttg2"a = 2 n cotg2 n a - 2 nt 'cotg2 n * 'a. 

Cóng theo vé' các dáng thúrc trén, ta dude: 

B = cotga-2 n+, .cotg2 ntl a. 
c. Ta có: 

tg(k + l)a - tgka 


tgía = tg[(k + 1) - kla = 


1 + tg(k + l)a.tgka 

c» tgka.tgflc + l)a = ^ + 1)a ~'g ka - | 

tga 

Do dó:: 

tga.ig2a = _ | 

tga 

ig2a.lg^a= *?—l !£ 2 . ? - i 

tga 


tg((n - 1 )a.tgna = 
Suy ra: 

c _ tgna - tga 
tga 


tgna - tg(n - l)a 
tga 


- 1 


, , x tgna 

(n - 1) = —-n. 

tga 


2cotg2x 
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d. Ta có: 


1 


, , — [sin(k + l)a-sin(k-l)a] 

coska _ eos ka.sina _ 2 __ 


k k 

eos a eos a. sin a 


\_ 

2 

2 

J_ 

2 


sin(k + l)a 


eos a. sin a 
sin(k - l)a 


k k 

Leos a.sin a eos a.sinaj 

sin(k + l)a sin ka. eos a -coska. sin a 


Leos asina 
sin(k + l)a 


eos a. sin a 
sin ka 


Lcos k a.sina cos k 'a. sin a J 


O 


coska 1 eos ka _ 
cos k a 2 cos k a 2 
coska sin(k + l)a 


sin(k + l)a 


eos a. sin a 
sin ka * 1 


1 eos ka 

+ 2 -k 

2 eos a 

sin ka 

cos k_1 a. sin a 


k k k-l 

eos a eos a. sin a ' eos a. sin a sin a 


sin(k + l)a sinka 


k 

eos a 


cos k 1 a 


Tir dó, suv ra: 


= 2 + 

1 

sin 3a 

sin 2a 

+ 

1 

4 - 

sin(n + l)a 

sin na 

sin a 

.eos 2 a 

cosa 

... “ 

sin a 

co> n a 

eos" -1 a. 

= 2 + 

1 . 

sin(n + l)a 

sin 2a 

_ ^ ( sin(n + l)a 

2 sin a. eos a 


sin a 

_ eos" a 

cosa 

eos 

n a. sin a 

eos a. sin a 


sin(n-i- l)a 
eos" a. sin a 

Bai táp 15. Ta có thó lila chon mót trong hai cách bién dói sau: 

Cách 1: Ta bién dói: 

A = (cosx.cos — + sinx.sin — ) 2 + cos 2 x + (cosx.cos — - sinx.sin — ) 2 


1 


s. 


1 




= (— cosx +-sinx) 2 + eos x + ( — cosx-sinx) 


13 3 3 

= — cos 2 x + — sin 2 x + cos 2 x = — (sin 2 x + cos 2 x) = —. 

2 2 2 2 

Váy, biéu thúc A khóng phu thuóc váo x. 

Cách 2: Ta bién dói: 

A = i [ 1 + cos(2x - —)] + cos 2 x + — [1 + cos(2x + —)] 
2 3 2 3 


1 


2n 


2n 


= 1 + cos’x + — [cos(2x + —) + cos(2x-)1 


2iz 3 

= 1 + cos 2 x + cos2x.cos — = 1 + cos 2 x-(2cos 2 x - 1) = -. • 

3 2 2 
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Bti táp 16. Ta bién dói: 

A = cosx + cos(x + 6a) + cos(x + 2a) + cos(x + 4a) 
= 2cos(x + 3a).cos3a + 2cos(x + 3a).cosa 
= 2(cos3a + cosa)cos(x + 3a). 

• Dé biéu thiíc khóng phu thuóc váo x diéu kién la: 

% 

eos 3a + cosa = 0 co cos3a = cos(7t - a) = 0 


O 


3a = 7i-a + 2kn 

<=> 

3a = -n + a + 2k7t 


71 kTÜ 
a = — + — 



•«(«. j) 

o a = 


n 

4 


Váy, vói a = — biéu thúrc khóng phu thuóc váo x. 
4 


Bi táp 17. 

a. ai = ^ va b tuy y. 

Bi táp 18. 

a. a» = b. 

Bi táp 19. Ta bién dói: 


. 15 1 

b. a = — va b = —, 
16 16 


b. a = 0 vá b tuy y. 


17. ia uivu uui. 

A = (sin 2 a + cos 2 a) - 3(sin 2 a + cos 2 a)sin 2 a.cos 2 a 

3 3 5 3 

= 1-sin 2 2a =1-(1 - cos4a) = — + — cos4a 

4-8 88 


a 


5 ,3>/3 _ 10 + 3>/3 

8 


16 


.. Vói a = ~ ta diroe A = — + — eos — = — + 

24 8 8 6 8 

. .... Sit . • 5 3 5n 5 3 13 

b. V 01 a = — ta diroe A = — + — eos — = — + — = — 

12 8 8 3 8 16 16 

Bi táp 20. 

a. Tacó: 


16 


.*1.71 7t 7t Ttl.Tt 7t 
A = — sin — .eos —. eos —. eos — = —sin — .eos —. eos 
2 24 24 12 6 4 12 12 


71 
6 

1 . 71 71 1 . 71 >/3 

= — sin—.eos— = —sin— = — 
8 6 6 16 * 


b. B= -Í-. 
16 

Bi táp 21. 

. 1 
a. Ai = —. 

2 


32 

r r _ 1 
c. L = — 
32 


b. B = 


16 
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Bái táp 22. Ta xét biéu thúrc: 


S = tg 2 a + cotg 2 a = 
1 


sin 4 a + eos 4 a (sin 2 a + eos 2 a) 2 - 2sin 2 a.cos 2 a 


sin 2 a.cos 2 a 


sin 2 a.cos 2 a 


i — — ' 1 o 

2 Sm a _ 4-2sin 2 2a _ 4-(l-cos4a) _ 6 + 2cos4a 


1 • i, 

— sin 2a 


sin 2 2a 


1 

-(1 - eos4a) 


1 - eos4a 


a. Suy ra: 


y 7C -y TZ 

A = tg 2 — +cotg 2 


6 + 2cos — , . 

3 _ 6 - 1-1 _ 


12 


12 


b. Suy ra: 


i n t 1 

1 - eos — 1 — 

3 2 


7t 


= 14. 


2 -V 3 


„ , n , n 6 + 2cos 6 6 + VJ 12 + 273 

B = tg ! — + cotg 2 — =-- =- - - 

24 24 n S 

l-cos— I — __ 

6 2 

3 -ji 

Bái táp 23. Nhán xét ráng — , —, — la nghiém cua phiícmg trinh: 

7x = ti + 2krc, k e Z. (1) 

3 5 

Ta sé di xáy dung phircmg trinh dai só nhán a = eos —, b = eos —, c = eos — 
lám nghiém báng cách: 

(1) <=> 4x = tc - 3x + 2kx <=> cos4x = cos(7t - 3x + 2kn) 

<=> 2cos 2 2x - 1 = -cos3x <=> 2(2cos 2 x - l) 2 - 1 = 3cosx - 4cos x 
o 8cos 4 x + 4cos'x - 8cos 2 x - 3cosx +1=0 
o (cosx + l)(8cos*x - 4cos 2 x - 4cosx + 1) = 0 

=> 8cos’x - 4cos 2 x - 4cosx +1=0. 

Tu dó, theo dinh lí Viét ta duoc: 

. 7t 3n 5ti 1 

a + b + c = eos — + eos — + eos— = — 

7 -7 7 2 

, , 7i 3 tc 3tc 5tt 5ti ti 1 

ab + be + ca = eos —.eos— + eos—.eos— + eos—.eos— « —. 

7 7 7 7 7 7 2 

. 7t 3 tü 5tc 1 
abe = eos—.eos—.eos— = — 

7 7 7 8 


a. Ta suy ra: 


A = eos 2 — + eos 


7t 


2 37t 


+ eos 


57t 


= a 2 + b 2 + c 2 = (a + b + c) 2 - 2(ab + bc + ca)= — + 1 = —. 


,2 __ 
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b. Ta suy ra: 


n 4 JE 4 37C 4 5 71 4 , i 4 

B = eos — + eos — + eos — = a + b + c 
7 7 7 

= (a 2 + b 2 + c 2 ) 2 - 2(a 2 b 2 + b 2 c 2 4- c 2 a 2 ) 

= (a 2 4 b 2 4 c 2 ) 2 - 2[(ab 4 be + ca) 2 - 2abc(a 4 b 4 c) = 


13 

16 


c. Ta suy ra: 
C = - 


1 1 1 

- 4 - 4 - 


7i 37t 5 ti a b c 

eos — eos — eos — 

7 7 7 


1 1 1 ab 4 be 4 ca 

= - + — 4- = -=4. 


abe 


3tc 3tc 

Bai táp 24. Nhán xét ráng —, —, — la nghiém cüa phucrng trinh: 

14 14 14 


7x = — 4 k7i, k € Z. 
2 


(i) 


Ta se di xáy dung phucmg trinh dai só nhán a = eos 2 —, b = a s 2 —, c = eos 2 — 

14 . 14 14 


lám nghiém báng cách: 

(I) <=> cos7x = 0 cos(6x 4 x) = 0 o cosóx.cosx - sinóx.sinx = 0 
<=> (4cos 2 2x - 3cos2x)cosx - 2sin3x.cos3x.sinx = O 
<=> [4(2cos 2 x - l) 2 - 3(2cos 2 x - l)]cosx - 

- 2(3sinx - 4sin , x).(4cos 2 x - 3cosx)sinx = O 
o (64cos 6 x - 1 12cos 4 x 4 56cos 2 x - 7)cosx = O 
=> 64cos A x - 1 12cos 4 x 4 56cos 2 x -7 = 0. 

Dát t = cos 2 x vói O ^ t < 1 ta durpe: 


64t- - 112t 2 4 56t - 7 = 0. 
Tir dó, theo djnh lí Viét ta dirpe: 

a 4 b 4 c = — 

4 

- ab 4 be 4 ca = —. 

8 

abe = — 

64 




2 71 2 2 5tc 

eos -4 eos -4 eos 


7 

14 14 14 4 

2 3tt 2 3x , 5 ti 


2 7C 

eos -.eos -4 eos 

14 14 14 


j J H 2 5íC 2 ^ 

eos -4 eos --COS 


14 


14 


14 


3tl 


5n 7 


2^2 

cos —.eos —.eos 

14 14 14 64 


7 

8 
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a. Ta suy ra: 


a i Jt a 3n 4 5x 2 ■ 2 2 

A = eos — + eos — + eos — = a + b + c 

14 14 14 

49 7 

= (a + b + c) 2 - 2(ab + be + ca) =-= 


16 


21 

16 


b. Ta suy ra: 


14 


.6 3 * 

14 


5 7t 


B = eos*— + eos 6 — + eos 6 — = a 1 + b’ + c 3 


14 


35 

= (a + b + c)(a 2 + b 2 + c 2 - ab - be - ca) + 3abc = — . 

32 

Bái táp 25. Nhán xét ráng ^~ 1* nghiém cüa phircmg trinh: 
7x = 2k7i, keZ. 


( 1 ) 


Ta se di xáy dimg phuung trinh dai so nhán a = eos— , b = eos ~, c = cts ~ 
lám nghiém báng cách: 

(11 <=> 4x = -3x + 2kJt o cos4x = cos(-3x + 2kn) 
o 2cos 2 2x - 1 = cos3x o 2(2cos 2 x - 1 ) 2 - 1 = 4cos 3 x - 3cosx 


o 8cos 4 x - 4cos 3 x - 8cos 2 x + 3cosx +1=0 

<=> (cosx - 1 )(8cos 3 x + 4cos 2 x - 4cosx - 1) = 0 

=> 8cos 3 x + 4cos 2 x - 4cosx -1=0. 

Tir dó, theo dinh lí Viét ta duoc: 

. 2 n 471 8 n 1 

a + b + c = eos— + eos— + eos— = — 

7 7 7 2 

. . 2w 4* 4it 87 c 8 tc 2 n 1 

<ab + be + ca = eos—.eos— + eos—.eos— + eos—.eos— = —. 

7 7 7 7 7 7 2 

. 2n 4n 8n 1 

abe = eos —.eos—.eos— = — 

7 7 7 8 

Ta suy ra: 

A= = Va + Vb + Vc = • 

Chú y: Dé tính diroe giá trj cua A ban doc hay sur dung he án phu: 

A = Va + Vb + Ve 

< 

B = Vab + Vbc + Vea 

vá háng dáng thúrc: 

a 1 + b 3 + c 3 = (a + b + c)(a 2 + b 2 + c 2 - ab - be - ca) + 3abc. 
a 1 + b 3 + c 3 = (a + b + c) 1 - 3(a + b)(b + c)(c + a). 
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Bai táp 26. Tu giá thiét suy ra: 


6 = 


t eos 2 x sin 2 x eos 2 x + sin 2 x +cos 4 x -i-sin 4 x 


2 2-2 2 
sin x eos x sin x eos x 


sin 2 x.cos 2 x 


1 + (sin 2 x + eos 2 x) : - 2sin : x.cos 2 x 8 - 2sin 2 2x 


1 • i n 

— sin 2x 
4 


sin 2 2x 


co 6sin 2 2x = 8 - 2sin 2 2x o 1 - s¡n 2 2x = 0 <=> cos 2 2x = 0 <=> cos2x = 0. 
Bai táp 27. Tír giá thiét suy ra: 

m.n = (cosa + cosb)(sina + sinb) 

= (sina.cosb + sinb.cosa) + (sina.cosa + sinb.cosb) 

= sm(a ♦ b, + i <s,n2a + sin2b) = sin(a ♦ b) ♦ sm(a + b),os(a - b) 

= [1 + cos(a - b)]sin(a + b). (1) 

Mát khác, ta có thé bié'n dói giá thiét nhu sau: 

(cosa + cosb) 2 = m 2 
'(sin a +sinb) 2 = n 7 

m 2 + n 2 = (cos 2 a + sin 2 a) + 2(cosa.cosb + sina.sinb) + (cos 2 b + sin 2 b) 

= 2 + 2cos(a - b) 

1 


cos(a - b) = “ (m 2 + n 2 - 2). 

Thay (2) váo (1), ta duoc: 

m.n = [I + — (m 2 + n 2 - 2)]sin(a + b) <=> sin(a + b) = — n 
2 m +n 

Bai táp 28. Xét hai truerng horp n chán vá n 1¿. 

Bai táp 29. 

a. Ta có: 

VT = — [ 1 + cos2(x - y)] - — [ 1 + cos2(x + y)] 

2 2 

1 


( 2 ) 


= — [cos2(x + y) - cos2(x - y)] = sin2x.sin2y, dpem. 
2 


b. Ta có: 


VT = — [ 1 + cos2(x — y)] — — [ 1 — cos2(x + y)] 

2 2 

= — [cos2(x + y) + cos2(x - y)] = cos2x.cos2y, dpem. 

2 
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c. Tacó: 

1 1 

VP = — (1 + cos2x) + — ( 1 + cos2y) - sin (x + y) 

2 2 

= — (cos2x + cos2y) + 1 - sin^x + y)=cos(x + y).cos(x - y) + cos 2 (x + y) 
2 

= (cos(x + y) + cos(x - y)]cos(x + y) = 2cosx.cosy.cos(x +-y), dpcm. 

Bái táp 30. 

a. Ta có: 

VT = sin 2 x.(sinx + cosx) + cos 2 x.(cosx + sinx) 

= (sin 2 x + cos 2 x)(cosx + sinx) = sinx + cosx, dpcm. 

b. Ta có: 

VT = sin3x - 2sin 3 3x + ^ (sin3x - sinx) 

3 11 1 

= — sin3x - 2sin’3x-sinx = — (3sin3x - 4sin’3x)-sinx 

2 2 2 2 

= — sin9x - — sinx = — (sin9x - sinx) = cos5x.sin4x, dpcm. 

2 2 2 

c. Tacó: 

VT= —(1 -cos2x) 2 + —[1 + cos(2x + — )f = — (1 - cos2x) 2 + — (1 -sinTx) 2 
4 -4 2 4 4 

= —(1 - 2cos2x + cos 2 2x +* 1 - 2sin2x + sin 2 2x) 

4 

3 1 , . 3 Ví . 7t 

=-(sin2x + cos2x) =-sin(2x + —), dpcm. 

4 2 4 2 4 

Bái táp 31. 

a. Ta có: 

tgx-V3 , tgx + V3 9tgx-3tg'x _ 3(3- tg’x)tgx 
1 + V3tgx 1 - V3tgx 1 - 3tg x 1 - 3tg~x 

= 3tg3x, dpcm. 

b. Su dung két quá trong c&u a), ta có: 

VT = [tg(x - j) + tgx + tg(x + j )] 2 - 

- 2[tg(x - ^ ).tgx + tgx. tg(x + -j) + tg(x + -j ).tg(x - y)] 
= 9tg 2 3x - 2[tg(x - ~) + tg(x + y )]tgx - 2tg(x + j ).tg(x - j) 


= 9tg 2 3x - 2. 


tgx- tgx + s 


•tgx-2 


tgx 


-s 


tgx + 


Vi 


1 + V3tgx 1 - V5tgx 


i + Vítgx i - VStgx 

= 9tg ; 3x - —- 2 - ( - 8 !* -t 3) = 9tg ¡ 3x + 6, dpcm. 
1 - 3tg x 1 — 3tg x 


76 



c. Tacó: 


sin(x + y + z) = sin(x + y).cosz + cos(x + y).sinz 

= sinx.cosy.cosz + siny.cosx.cosz + cosx.cosy.sinz - sinx.siny.sinz 
sin(x + y + z) 

<=> --- = tgx + tgy + tgz - tgx.tgy.tgz 


cosx.cosy.cosz 


sin(x + y + z) . 

o tgx + tgy + tgz = tgx.tgy.tgz +---, dpcm. 

cosx.cosy.cosz 


d. Tacó: 


ÜJL + c — ^ x - = (1 + cotg 2 x)tg'x + (1 + tg 2 x)cotg'x 


sm x eos x 


= tg'x + cotg’x + tgx + cotgx 

, , 1 

= tg x + cotg x + - 

sin x. eos x 


COtg X , * * i . 

+ —2— = tg x + cotg x, dpcm. 


„ • - «o m — 

sin x sin x.eos x eos x 

Báii táp 32. Tír giá thiét: 

X + V X*"V x + V x + Y 

sinx + siny = 2sin(x 4- y) <=> 2sin-— .eos -—— = 4sin-- .eos- 

2 2 2 2 

».y*kii kt/ x —y X + y 

<=> eos-— = 2c os-— 

2 2 

x v xy x y f x . y 

o eos — .eos— + sin—.sin — =2(cos— .eos— - sin—.sin —) 
22 22 22 22 

xy xv x y i 

<=> 3sin — .sin — = eos — .eos — o tg — .tg — = — , dpcm. 

2 2 2 2 e 2 ° 2 3 

Báii tap 33. Tham kháo bái táp 10 cáu a) va cáu b). 

Báii tap 34. Vi 0 < x <, y £ —, suy ra sinx £ siny. 


Tíiay x + y = — váo bát dáng thiíc, ta dircrc: 

2 

X + y 

x.sinx + y.siny £--.(sinx + siny) 

2 

<=> 2(x.sinx + y.siny) > (x + y).(sinx + siny) 
o (x - y)(sinx - siny) £ 0, luón dúng. 

Báii tip 35. 

a. Ti có: 

sinx + cosx = J2 sin(x + — )<4Í < — <=> sinx < — - cosx. (1) 

4 2 2 
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Q uMnu I: Hám sü lumia aiác 


Trong doan [0, — J, 1 tm só cosx nghjch bié'n, do dó tír (1) ta duoc: 


cos(sinx) > cos(-cosx) <=> cos(sinx) > sin(cosx), dpcm. 

2 

-b. Tircrng tu - Dé nghi han doc ttflám. 

Bái táp 36. Theo bát dáng thúrc Cósi ta có: 

^ 2** 1 > 2 yj2 1 "" A 2 '*' _ 2 J^**™*** 


(1) 


Hám só f(x) = 2sinx + tgx - 3x trén khoáng (0, — ) la hám dóng bien (dé 

2 

nghi han dpc chtfng minh tihán dinh náy). Suy ra: 

f(x) > f(0) vói 0 < x < -j o 2sinx + tgx - 3x > 0 o 2sinx + tgx > 3x 

1 _ . 3x |o««u4i|iii ^ 

o — (2sinx + tgx) > — o 2 2 > 2 2 


<=> 


£ 


i» 


2\in 


> 2 ! o 


2-H 


2 vin **lfx 


> 2 


—»i 


( 2 ) 


Tír (1) va (2) suy ra vói 0 < x < — ta có: 

2 


—♦! 


2 + 2“* > 2 2 , dpcm. 

Bái táp 37. Truóc tién ta di chúmg minh: 

- . a -i- b _ 

sina + sina < 2sm-, voi 0 < a, b < n. 


That váy, bát dáng thúrc tuong dircmg vói: 

. a + b a-b . a + b a-b . a+b 

2sin-.eos- <, 2sin-o (eos-l)sin- < 0. 

2 2 2 2 2 

Bát dáng thúrc trén dúng bcri: 

. a + b 


_ a + b 

0 <-^ 71 


eos 


2 

a-b 


sin 


£0 


-1^0 


Dáu dáng thúrc xáy ra khi: 
Í0 < a,b <t ti 


.a + b _ 
sm——- = 0 
2 ° 

a-b 

eos-= 1 


a = b = 0 

a = b = 7t oa = b. 
a = b 
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\ + y + z 

K hi dó, vi O < x, y, z, --- < x su dung két quá tren ta có: 

. x + y + z x + y x + y + 4z 

sinx + siny + sinz + sin---< 2sin-— + 2sin--- 


x + y x + y + 4z 

^ ¿ 2 6 ¿x + y + z 

< 4sin— ---= 4sin 


X + y + z 

<=> sinx + siny + sinz < sin-^-, dpcm. 

Dáu dáng thúrc xáy ra khi: 

x + y + z 
L ~ --- 

3 

x-y o x = y = z. 

x + y _ x + y + 4z 
~ 2 ~ _ _ 

Bái táp 38. Tir giá thiét ta nhán duoc: 

O < x + y < ^ -z<^ => tg(x + y) < tg( ~ - z) 


^ tgx + tgy < 1 


0< *, y. /. »♦ y< — 


.41 


(tgx + tgy)tgz < 1 - tgx.tgy 


1 - tgX.tgy tgZ l «F*.i*y>o*¿qy 

<=> tgx.tgy + tgy.tgz + tgz.tgx < 1, dpcm. 

Bá¡ táp 39. Bgn doc tugiai. 

Bái táp 40. Ban doc tugiai. 

Bái táp 41. Ban doc tu g¡di. 

Bái táp 42. 

a. Ta có két luán: 

■ y M .x = O dat duoc khi sinx = 1 <=> x = — + 2kx, k e Z. 

2 

■ VM.n = - 2 dat dude khi sinx = -1 <=> x = - — + 2kx, k e Z. 

b. Ta có két luán: 

f y M „ = 5 dat duoc khi cos2x = 1 o 2x = 2kx o x = kx, k e Z. 

■ y mi ~ -1 dat duoc khi cos2x = -lo2x = it + 2kx <=> x = — + kx, k e Z. 

2 

Bái táp 43. 

a. Ta có két luán: 

■ y M „ = 5 dat duoc khi x = 


*7x 


■ y M „ = 2 dat duoc khi x = —. 

2 
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Chtrmnu I: Ham sfl Iminn niác 


b. Ta có két luán: 

■ Ym.x = 1 dat duoc khi x = 


• y Mm = -5 dat di*x khi x = —. 

Bái táp 44. Tim giá tii Icm nhá't va nhó nhá't cua các hám só sau: 
a. Tacó Isinxl £ 1, dodó: 

y = 3 Vi + sin x - 1 < 3 Vi + 1 -1=3 V2~ - 1 

=> y M „ = 3 V2 - 1, dat dude khi sinx = 1 <=> x = + 2k n, k e Z. 


y = 3 Vi + sinx -1^3Vi -1 -1=^1 

=> y Min = -1, dat duoc khi sinx = -1 <=> x = ~~ + 2kx, k € Z. 

b. Viét lai hám só duói dang: 

y = 2 + 2sinx + 1 - sin 2 x <=> y = 3 + 2sinx - sin 2 x. 

Dát t = sinx, diéu kién 111 <, 1, ta duoc: 
y = 3 + 2t - t 2 . 

Hoánh dó dinh cua Parabol t» = 1 e [-1, 1 ]. 

Ta có két luán: 

• y M .» = y(U = y( 1) = 4 dat duoc khi sinx = l <=> x = — + 2kx, keZ. 

2 

• yMm - y(-l) = 0 dat duoc khi sinx = -1 o x = + 2kn, k e Z. 

2 


c. 


Viét lai hám só duái dang: 

y = (sinx + l) 2 + 4. 

Vi | sinx | < 1 nén: 

y < (1 + 1 ) 2 + 4 = 8 => y M „ = 8, dat duoc khi: 

sinx = 1 <=> x = — + 2kx, k € Z. 

2 

y > 4 => y Min = 4, dat duoc khi: 

sinx = —lox = -- + 2kx, k e Z. 

2 

d. Viét lai hám só duái dang: 

* 1 1 1 3 

y = sinx - (1 -sin 2 x) + — <=> y = sin 2 x + sinx-= (sinx + — ) 2 - 

2 7 2 2 4 

Vi | sinx | < 1 nén: 

y < (1 + — ) 2 - — = — => y MM = —, dat duoc khi: 

7 2 4 2 2 

sinx = lox= - + 2kx, k e Z. 

2 



3 ‘ 3 

y £-=> y Mln =-, dat duoc khi: 

4 4 

sinx = -— <=> x = - — + 2k n hoác x = — + 2k7i, k € Z. 

2 6 6 

Bai táp 45. 

a. BiCn dói hám so ve dang: 

y = 2sin2x - cos2x + l + Vs . (1) 

Nhán xct ráng I 2sin2x - cos2x I £ >¡2 2 4 1 = V5 ,tu dó suy ra: 

- >¡5 4 1 4 y¡5 < 2sin2x - cos2x + 1 + yj5 < V5 4 1 + V? 

<=> i £ y £ 1 4 2 >Í5 . 

Ta có kct luán: 

■ y min = 1 dat duoc khi: 

2sin2x - cos2x = - \¡5 • -> x = a - — 4 k?i, k e Z, veri cos2a - —=. 

4 V5 

• y m «* = l + 2VJ - Ban doc tir lam tié'p. 
h. Bien dói hám so vé dang: 

y = acos 4 x + b(l - cos 2 x) 2 = (a 4 b)cos 4 x - 2bcos 2 x 4 b 
Dát t = cos 2 x, diéu kién 0 £ t ^ 1, ta duoc: 
y = (a 4 b)t 2 - 2bt 4 b. 


Hoánh dó dinh cúa Parabol t<, = 
Ta có ké't luán: 


a 4 b 


e [0, l]. 


• y Mm = y(t<») = y( —r ) = dat dtroc khi 


cos 2 x = 


a 4 b 

b 


a 4 b 
e=> cos2x = 


b -a 


a 4 b a 4 b 

• Ym.x = max I y(0), y( l)} = b dat duoc khi 

cos 2 x = 0 <z> cosx = 0 o x = — 4 kre, k e Z. 


Bái táp 46. Biéri dói hám so vé dang: 


h be 

y = — (1 - cos2x) 4 — sin2x 4 — (1 4 cos2x) 

2 2 2 

b . * c-a _ a4b 

= — sin2x 4 -cos2x 4- 

2 2 2 


Ta bié't ráng lA.sina 4 B.cosal < Va 2 4 B 2 , do dó: 


a 4 b 

V 

f c-a V 

^ ^ a + b 1 

fbV 

í c " a l 

2 -J 

,2, 

+ 1 2 J 

-y- 2 + v 

2 + 

l 2 J 
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ITu/iinc i: Mam sfi Itfonii Clac 


Ta có ké't luán: 

a + b 


y mu* 


y min 


2 

a + b 




c - a 


\ J 


r b' 2 

,2 


c - a 


Bái táp 47. 

a. Hám só xác djnh vói moi x. 

Ta di tim diéu kién cüa y dé phuong trinh 

~^ S * nX - = y có nghiém dó'i vói án x. 

2 + eos x 

Phircmg trinh diroe chuyén vé dang: 

3sinx - ycosx = 2y (1) 

Phircmg trinh (1) có nghiém khi va chi khi 

3 2 + (~y) 2 ^ (2y ) 2 <=> y 2 < 3 <=> - Jí £y £ Vi . 

Ta có két luán: 

■ y m « = V3 dat duoc khi 

3sinx - y¡3 cosx = 2 V3 o >/3 sinx - cosx = 2 

V3 . 1 , n . . n . . 

o — sinx-cosx = 1 o eos—sinx - sin — .Cosx = 1 

2 2 6 6 

<=>sin(x- — )=lox- - = — + 2k7c<=>x = — + 2k7t,k e Z. 

6 6 2 3 

■ ym.n = - V5 dat duoc khi 

3sinx - J3 cosx = - 2 <=> >¡3 sinx - cosx = - 2 

V3 . 1 , TC . . 71 . 

o — sinx-c< ;x = - lo eos — sinx - sin — .cosx = - 1 

2 2 6 6 

<=>sin(x- — )=-lcx- + 2k7i'.o> x = — + 2k7t,k e'L. 

6 6 2 3 

b. Ta di tim y dé phucmg trii h: 
sinx 


y = 


có nghiém dó'i vói án i. 


2 + eos x 

Phuong trinh duoc chuyén vé dang: 

sinx - ycosx = 2y. 

Phuong trinh (1) có nghiém khi: 

l 2 + y 2 >4y 2 o3y 2 ^lo —< y ^ ~ 

v3 V5 


( 1 ) 
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Mát khác vi x e [O, n] nén y > O, do dó diéu kién thu duoc la 0 < y < 

Ta có ket luán: 

■ y m „ = —7= dat duoc khi: 


VI' 


VI 


i 


sinx-prcosx = — r= o i/3 sinx - cosx = 2 

s s 

n , * 2 n 

sin(x- )=1 <=> x =—. 

6 3 


* y m .n = 0 dat duoc khi: 

sinx = 0 <^> x = 0 hoác x = 71 . 
c Ta di tim y dé phuong trinh: 
cosx 


y = 


- có nghiém dói vói án x. 


2 + sinx 

Phuong trinh dirac chuyén vé dang: 

ysinx - cosx = -2y. (1) 

Phuong trinh (1) có nghiém khi: 

y 2 + l 2 £ 4y 2 <=> 3y 2 ^ 1 <=> -<, y £ . 

V3 V3 

Mát khác vi x € ] nén y £ 0, do dó diéu kién thu duoc la 0 < y < -|=. 

2 2 J V3 

Ta có két luán: 

■ y miu = —= dat duoc khi: 

V3 ' 

1 2 rr 

—pr sinx - cosx - —= o sinx - v3 cosx = -2 




VI 


. * * I 

xc— 

2 2 


sin(x-) = -1 o 

3 

y, mn = 0 dat duoc khi: 


7C 

X =-. 

6 


cosx - 0 o x = ± —. 

2 

d. Hám só xác dinh vói moi x. 

Ta di tim y dé phuong trinh: 

y = 1 + ^ S ‘ n X có nghiém dói vói án x. 

2 + eos x 

Phuong trinh duoc chuyén vé dang: 

3sinx + (1 - y)cosx = 2(y - 1). (1) 

Phuong trinh (1) có nghiém khi: 

3 , + (l-y) 2 £4(y-l) 2 o3y 2 -6y-6<0ol- V3 £y£l+ &. 
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Ta có ké't luán: 

■ = 1 + VI dat diroc khi 

3sinx - VI cosx = 2 VI o x = — + 2krc, k e Z. 

3 

■ y m jn = 1 - VI dat diroc khi 

3sinx + VI cosx = - 2 VI <=> x = - — + 2k7i, keZ. 

3 

e. Dát t = tg —, vi - 7t < x < n o - — < — < — dodót nhán giá tri trén 
2 22*2 ® 


toán R, thi: 


l-t J 4t , 

-r + -r + ^ 

y = 1 + t l + t ? 

2(1 -t 2 ) 2t 
1 + t 2 1 + t 2 


t 1 + 2t + 2 
t 2 -t + 3 ’ 


Dé tim mién giá tri cua hám só ta di tim diéu kién cua y dé' phirctng trinh 

t 2 + 2t + 2 , , ,.3 


t 2 -t + 3 


= y có nghiém dó'i vói án t. 


o (y - 1 )t 2 - (y + 2)t + 3y - 2 = 0 có nghiém dó'i vói án t. (1) 
Trudng hap 1: y = 1 
Khi dó: . 

(l)o - 3t + 1 = 0ot= —. 

3 

Tnráng hap 2: y * 1 . 

Phirong trinh (1) có nghiém khi: 


y* 1 [y*‘ 


«» 2 


y * O 


o — £ y <. 2 . 


[ASO [(y + 2) 2 -4(y - l)(3y -2) S 0‘ [— ^ y * 2 M 

Ta có k¿t luán: 

• y m « = 2 dat diroc khi: 

t = ■ y -- ^ = 4 o tg — = 4 = tgao x = 2a + 2krc, k e Z 
2 (y -1) 5 2 

2 

* y«.w = — dat diroc khi: 

• 11 ■ 


t= y + 2 = -- o tg — = = tgP o x = 2p + 2kx. e Z 

2(y -1) 3 6 2 3 * 


Bái táp 48. Dát t= sin-^-.tacó -1 Z-^-r <> 1 vá(- 1, l]c[-*, *] 

1 + x 2 1 + x 2 2 2 

Do dó: 


sin(-l) ^ sin-- <, sinl o -sinl < t < sinl. 

1 + x 
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Khidó 


y = -2t 2 +1 + 2 = -2(t- -) 2 + —. 

4 8 

Ta có ké't luán: 

1. Miny = min{f(-sinl), f(sinI)} = -2sin 2 l - sinl + 2, dat duoc khi: 

t = -sin 1 2x 

o-- = ±1 o x = ± 1. 


t = sin 1 


1 + x' 


2. Maxy = f( —) = —, dat duoc khi 
4 8 


1 2x 

t = — <=> sin 


4 


4 1 + x‘ 

Bái táp 49. Diéu kién: 

(cosx^O n _ 

{ o 2krc £ x £ — + 2k7t, k € Z. 

sinx>0 2 


Nhán xét ráng: 


Vcosx > eos 2 x 


y = Vcosx + Vsinx £ sin 2 x + cos 2 x = 1 


[Vsinx >sin 2 x 
suy ra Miny = 1, dat dirpc khi: 

r < " 

■y eos x = eos 2 x n 

_ o x = 2kJt hoác x = - + 2kíü, k € Z. 

Vsinx = sin 2 x v 2 

k 

Mat khác theo bát dáng thtíc Bunhiacdxki ta có: 


(Vcosx + Vsinx ) 2 £ (1 + l)(sinx + cosx) = 2*¡2 sin(x + —) £ 2^2 

4 

y = Vcosx + Vsinx <; V2V2 = V8 
suy ra Maxy = V8 , dat diroc khi: 

í Vcosx = Vsin x 

* o x = — + 3kn, k e Z. 
sin(x + —) = 1 4 

4 

Bái táp 50. Diéu kién: 

1 + 2 eos x £ 0 

l + 2sinx^0 6 3 

k 

Theo bát dáng thúc Bunhiacdxki ta có: 

y 2 »(Vi + 2cosx + Vi+ 2sinx ) 2 £ (1 + 1)[2 + 2(sinx + cosx)] 

» 4 + 4>/2 sin(x + —) £ 4 + 4V2 

4 


o -- + 2kn £ x £ — + 2kn, k e Z. 


= V 1 + 2eosx + Vi +2sinx <. 2 Vi + V2 
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suy ra Maxy - 2 VI+ V2 , (lat dircx khi: 

ívr + 2 eos x = Vi + 2sinx 


sin(x + —) = 1 
4 


Bái táp 51. 

a. Ta dua hám só' vé dang: 

,5 


o x = — + 2kn , k € Z. 
4 


y = 


l-cos 


—j + 1 -t- _ cos 2x j = _L(1 + 10cos 2 2x + 5cos 4 2x) 


-\ 


= ■— [5(cos 2 2x + l) 2 - 4]. 
Tür trén, ta có: 

■ y£-í-[5(l + I) J -4]=l, 

lo 


krt 


suy ra y M „ = 1 dat dupc khi cos 2 2x = 1 <=> sin2x = 0ox = e Z. 

■ yi-i-[5(0+l) J -4]=-l, 

lo lo 

1cT( 

suy ra y Mill = — dat duoc khi cos2x = 0 c=> x = — + —, k e Z 
16 4 2 

b. Biín ddi hám sd vé dang: 

y = 2(1 + sin2x.cos4x) - -(2cos 2 2x - 1 - 2cos 2 4x + 1) 

2 

* cos 2 4x + 2sin2x.cos4x + sin 2 2x + 1 = (cos4x + sin2x) 2 + 1 
= (2sin 2 2x - sin2x - l) 2 + 1. 

Ta có két luán: 

■ y M ¡n= 1, dat dircíe khi: 

2sin 2 2x - sin2x -1=0 


pin 2x = 1 

1 <=> 

sin 2x = — 

2 




2x = — + 2kn 
2 

2x = -— + 2kn o 
6 

2x= —+ 2kn 
6 


x = — + kn 
4 . 

x =-+ kn ,k «e Z. 

12 

7n 

x = — + kn 

12 


k y M .x = 4 + 1 = 5, dat duoc khi: 


sin2x = -1 o 2x = + 2kn <=> x = + kn, k e Z_ 

2 4 



Bái táp 52. Vori O < x < — thi sinx, cosx > 0 do dó: 

2 


I 


1 


sin 2 x eos 2 X' 


> 2 . 


1 


l 


sinx cosx sin2x 


£4. 


Tir dó, suy ra: 

( 1 1 


\ 2 


==> y s 

Ta có két luán: 


sin x eos x j 
1 


• 2 "> 

sin x eos* - x 


+ 2 . 


£4 + 2.2 = 8 


sin x eos x 


+ _l_ s2 vi. 


sinx cosx 


* YMm -2y/l dat dude khi sinx = cosx o x = — . 

4 


Bái táp 53. Hám só xác dinh veri moi x. . 

...» w , » . 2kcosx + k + l 

Ta di tim y de phudng tnnh 


= y có nghiém dói vói án x. 


eos x + sin x + 2 
o ysinx + (y - 2k)cosx = k + 1 - 2y. 

Phucmg trinh (1) có nghiém 

c=> y 2 + (y - 2k) 2 ¿ (k + 1 - 2y) 2 « 2y 2 - 4y - 3k 2 + 2k + 1 £ 0 


( 1 ) 


o 


1 - - Vók 2 -4k + 2 £ y £ 1 + — Vók 2 -4k + 2 


Ta có két luán: 


= i + i^ 


6k 2 -4k + 2 va y n 


= 1 - - Vók 2 -4k + 2 . 
2 


a. Vói k = 1, thi: 

■ y^ = 2 dat dude khi: . 


2sinx = -2o sinx = - 1 <=> x =-+ 2k7t, k e Z. 

2 

■ y lnm = O dat dude khi: 

- 2cosx = 2 <=> cosx = - 1 e=> x = j + 2k n, keZ. 
b. Giá tri lón nhát cúa hám só dat giá tri nhó nhát 

c=> 6k 2 - 4k + 2 nhó nhát <=> k = — = -. 

• 12 3 

Váy, vói k = — thi giá tri lón nhát cúa hám só dat giá tri nhó nhát. 

Bái táp 54. Hám só xác dinh vói moi x. 

Ta di tim y dé phucmg trinh — x 

cosx+ 2 

• o ksinx - ycosx = 2y - 1. 


= y có nghiém tfói vói án x. 


( 1 ) 
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Phirang trinh (1) có nghiém 

o k 2 + y 2 > (2y - 1 ) J o 3y^ - 4y - k 2 + 1 ^ 0 

2-r/3k’-l , , 2 + V3k'-l ^ u 1 
3*3 S 


Tür dó suy ra y» in = 


2-V3k : -1 


Dé giá tri nhó nh. cua hám só nhó hcm -1 diéu ki€n la: 

2-V3k‘-l . . .. crr-7. , 26 


< - 1 <=> •V3k'-1 >5ok ! > - c=> |kU 

3 


Váy, vori | k | £ thoá man diéu kién dáu bái. 


Bái táp 55. Tham kháo bái táp 52. 
Bái táp 56. Dánh giá thdng qua y 2 . 
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CHÚ DÉ 4 

HÉ THÚC LÜ0NG TRONG TAM GIÁC 

• • 


I. TÓM TÁT LY THUYÉT 

Cho AABC, vói các góc A, B, C, tirong úmg: 

■ Các canh la a, b, c. 

• Các dircmg trung tuyén m„ m h , m v . 

■ Các dircmg cao h„ h h , Iv. 

• Các dircmg phán giác 1„ l h , 1*. 

Ta có các hé thúrc sau: 

1. DINH LY HÁM SÓ COSIN 


• a 2 = b 2 + c 2 - 2bccosA. 

■ b 2 = a 2 + c 2 - 2accosB. 

■ c 2 = a 2 + b 2 - 2abcosC. 

2. DINH LY HÁM SÓ SIN 



sin A sin B sin C 

trong dó R la bán kính dircmg trón ngoai tiép AABC 

3. DINH LY DÜÜNG TRUNG TUYÉN 


• b 2 + c 2 = 2 m ^ + — , 
a 2 

■ c 2 + a 2 = 2 mj + , 

■ a 2 + b 2 = 2 . 

1 2 

4 . DINH LY DÜÓNG PHÁN GIÁC 



Phán giác trong 
A 

2 be. eos — 

. -_L 

A " b + c ’ 

- B 
2ac. eos — 
_2. 

a + c 

„ . C 
2ab. eos — 

2 


U = 


le — 


a + b 


Phán giác ngoai 

u A 
2bc. eos — 

y = _ 2 _ 

A Ib-cl * 

. B 
2ac. eos — 

__ 2 . 

I a — c I 

2ab. eos — 

_2. 

la-bl 




r c * 
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I: rlam so imme mai 


5. BINH LY HÍNH CHÍÉU 

■ a = b.cosC + c.cosB. 

■ b = c.cosA + a.cosC. 

■ c = a.cosB + b.cosA. 

6. CÓNG THÜC VÉ DIÉN TÍCH 

111 
• S = - ah. = -bh,,= -dv 
2 2 2 K 

1 1 1 

■ S = — bcsinA = — acsinB = — absinC 

2 2 2 

• . s= — 

4R 

ABC 

■ S = pr = p(p - a)tg — = p(p - b)tg — = p(p - c )tg - 

vói p la nua chu vi, r la bán kính dircmg trón nói tiép. 


■ s= v p(p- a )(p- b )(p- c ) ■ 

7. CÓNG THÜC BÁN KÍNH DÜÓNG TRÓN NGOAITIÉP 


2 sin A 2sinB 2sinC 


8. CÓNG THÜC BÁN KÍNH DÜÓNG TRÓN NÓI TIÉP 


S 

r = —, 
P 


r = (p-a) ig — 


B C 

= (P“b) tg- =(p-C)tgy. 


II. PHITONG PHÁP GIÁICÁC DANG TOAN LIÉN QUAN VA BÁI r¿P 


Bái toán 1: Chúmg minh dáng thúrc lirong giác trong tam giác. 


PHI/ONG PHÁP CHUNG 

Muó'n chiíng minh mót dáng thúc lucmg giác trong tam giác ngoii viéc 
ván dung thánh thao các phép bien dói lircmg giác chúng ta con cán phii nhó 
các hé thúrc co bán cho AABC bao góm: 

1. Djnh ly hám s6 cosin 

a 2 = b 2 + c 2 - 2bccosA. 
b 2 = a 2 + c 2 - 2accosB. 
c 2 = a 2 + b 2 - 2abcosC. 
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2. Oinh ly hám só' sin 


= 2R 


sin A sin B sin C 
trorg dó R la bán kính duóng trón ngoai tiép AABC 
3. Dinh ly hinh chiéu 

a = b.cosC + c.cosB. 
b = c.cosA + a.cosC. 
c = a.cosB + b.cosA. 

Troig bái toán náy ta thuóng chia thánh ba dang nhó, bao góm: 
Dan<! I: Chúmg minh hé thúc luong giác lién hé giira các góc. 
Vói dang toán náy chúng ta cán dác biét liru y tói: 


A + B + C= 7i=>A + B = 7t-Cvá 


A + B 


C 

2 


- - - - do dó: 


sin(A + B) = sin(7t - C) = sinC, 

A + B . , n C. C 
sin- = sin(-) = eos —.... 

2 2 2 2 

■ Vói các dáng thúrc luemg giác chura mót hám só' luemg giác 
cua ba góc (sin hoác eos) ta thuóng chi bien dói hai nhán tir 
con nhán tu thú ba sé duoc xác dinh qua mót vái phép bien 
dói sau dó, vá thuóng khóng su dung phép bien dói tích thánh 
tóng hoác tóng thánh tích khi có mát cá ba góc A, B, C. 

■ Vói các dáng thúc luong giác chira mót hám só* luemg giác cua 
ba góc (tg hoác cotg) ta thutmg sír dung phép bié'n dói tutrng 
duong dé dua dáng thúc cán chúng minh vé mót dáng thúc luón 
dúng hoác nguoc lai (xuá't phát tú mót dáng thúc luón dúng). 

Dan{ 2: Chúng minh hé thúc luong giác lién hé giúa góc vá canh. 

Vói dang toán náy chúng ta thuóng sú dung dinh ly hám só' sin 

vá dinh ly hám só' eos. 

Dgn>$: Chúng minh hé thúc luong giác lién hé tói nhiéu yéú tó trong 

tam giác. 

Vói dang toán náy chúng ta cán nhó lai các ké't quá cua: 

■ Dinh ly duóng trung tuyé'n, vi du: 

b 2 + c 2 = 2mJ + —. 

« ^ 


Djnh ly duóng phán giác, vi du: 

A 


L = 


2bc.. eos 
b + c 


Djnh ly .vé dién tích tam giác, vi du: 

S= ¿ah.= |bcsinA= = pr = p(p - a)tgy 

= >/P<P- a )(P- b )(P" c ) 
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mUlU» t ; »*»Tl so Itfonn Clac 


Các cóng thúc tính bán kính dircmg trón ngoai tiépvá nói 
tié'p cua tam giác: 


R = 


a 


2 sin A 


abe , S , . # A 

— va r = - = (p - a) tg-— 
4S p 2 


Chú y: Có mót phircmg pháp dé chúmg minh các dáng thúrc lirctng gác má 
trong nhiéu trircmg hop tó ra rát hiéu quá lá phtfcmg pháp hinh hoc. 

CÁC DÁNG THÜC CO BÁN TRONG TAM GIÁC 

Trong AABC ta luón có: 

ABC 

Dañe thúc 1. sinA + sinB + sinC = 4cos —. eos —. eos —. 

2 2 2 

A B C 

Dañe thúc 2. cosA + cosB + cosC = 4sin —. sin —. sin — + 1. 
- 2 2 2 

Dáñe thúc 3. tgA + tgB + tgC = tgA.tgB.tgC vói AABC khóng vóng. 

Dáñe thúc 4. cotgA.cotgB + cotgB.cotgC + cotgC.cotgA = 1. 

Dáng thúc 5. tgy tgy + tg|.tgy +tgy.tgy = 1. 

Dáñe thúc 6. cotg — + cotg — + cotg — = cotg — .cotg — .cotg *. 

2 2 2 2 2 

1. CHÚNG MINH DÁNG THÜC 1 

Ta có: 

VT = sinA + sinB + sinC = 2sin ** .eos — — + sinC 

2 2 

~ C A-B _ . C C A-B A+B C 

= 2cos—.eos-+ 2sin— .eos— =2(cos-+ eos--eos— 

22 22 2 22 

.ABC 
= 4cos — .eos — .eos —. 

2 2 2 


2. CHÜNG MINH dAnG THÜC 2 


Ta có: 


♦ 

VT = cosA + cosB + cosC = (cosA + cosB) + cosC 

- A + B A-B , ^ ^ .» C. A-B r' 

= 2cos-.eos-+ cosC = 2cos(-).cos-— +osC 

2 2 2 2 2 

= 2sin—.eos- + (1 -2stn — ) = 1 -2sin—(sin- co s-- ) 

2 2 2 2 2 2 

, - . C r . n A + B x A-B , 

2 2 2 2 : 

• -,C. A + B A — B . . ..A . B . C 

= I - 2sin—(eos-eos-) = 1 + 4sin — .sin — jn —. 

2 2 2 2 2 2 
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3. CHÜNG MINH DÁNG THÜC 3 

Ta có thé lúa chon mót trong hai cách sau: 

Cách /: Ta có: 

A-f-B + C= 7i<=>A + B = 7i-C=^> tg(A + B) = tg(rc - C) 

-~ A -- - B - = - tgC <=> tgA + tgB = (l - tgA.tgB)tgC 
1 - tgA.tgB 

o tgA + tgB + tgC = tgA.tgB.tgC. 

Cách 2 : Sú dung dáng thúrc 4: 

cotgA.cotgB + cotgB.coígC + cotgC.cotgA = 1 

1 1 1 

o- +-+-= 1 

tgA.tgB tgB.tgC tgC.tgA 

cr> tgA + tgB + tgC = tgA.tgB.tgC. 

4. CHÜNG MINH DÁNG THÜC 4 
S£¡r dung dáng ihúc 3, ta có: 

tgA + tgB + tgC = tgA.tgB.igC 

111 1 


cotgA cotgB cotgC cotgA.cotgB.cotgC 
o cotgA.cotgB + cotgB.cotgC + cotgC.cotgA = 1. 

5. CHÜNG MINH DÁNG THÜC 5 

Ta có thé lúa chon mót trong hai cách sau: 

Cách 7: Ta có: 

A B n C A B n C 

- + - = ~ ^ - <=>tg(- + T ) = t « ( T 
2222 22 22 


A B 

tg I + ,g T c 

- A — -- =colg - = 
l-,g T ,g- 


1 


c 

,? 2 


A B B C C A , 
«,g I ,g i + .g I . , g T+ .g I .tg T = l. 

Cách 2: Su dung dáng thúrc 6 - Ban cloe ti/láni. 

6. CHÜNG MINH DÁNG THÜC 6 
Ta có: 

A B B C C A 

«g- t gy + t g T ..g T + .g T .,g_ = i 


c=> 


1 


1 


1 


A B B C C A 

cotg-.cotg- cotg-.cotg- cotg-.cotg- 

Z ¿m Z Z Z Z 


= 1 


A B C A B C 

<=> cotg — + cotg — + cotg — = cotg — .cotg — .cotg — 

JL +* Z Z Z Z 
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Chuunu I: Ham sO Immu uiác 


BAI TÁP TI/ LUÁN 
Bái táp i: Cho A ABC, chiimg minh ráng: 

a. sin2A + sin2B + sin2C = 4sinA.sinB.sinC. 

b. eos 2 A + cos 2 B + cos 2 C = 1 - 2cosA.cosB.cosC. 

Bái táp 2: Cho AABC vói n nguyén dirong, chiimg minh ráng: 

a. sin(2nA) + sin(2nB) + sin(2nC) = 4( - 1)"* 'sin(nA).sin(nB).sin(nC). 

b. cos(2nA) + cos(2nB) + cos(2nC) = 4(— 1 y^'cosínAJ.cosínBVcosCnC) - 1 

c. cos 2 nA + cos 2 nB + cos 2 nC = 2( - l)"cos(nA).cos(nB).cos(nC) + 1. 

d. tg(nA) + tg(nB) + tg(nC) = tg(nA).tg(nB).tg(nC). 

e. cotg(nA).cotg(nB) + cotg(nB).cotg(nC) + cotg(nC).cotg(nA) = 1. 

Bái táp 3: Cho AABC, chiimg minh ráng: 

b + c A B-C 

a. -.sin— =co*-. 

a 2 2 

+ . 2(b + c) . 2 A q . n 

b. -.sin — = cosB + cosC. 

a 2 

c. (a 2 - b 2 )sinA.sinB = ab.sin(A - B).sinC. 


A d. 


a. sin A + b. sin B + c. sin C 


a. eos A + b. eos B + c. eos C 

Bái táp 4: Cho AABC, chiimg minh ráng: 


= cotgA + cotgB + cotgC. 


2 A 


a. p(p - a) = 4bc.cos — 


2 A 


b. (p - b)(p - c) = be.sin — 


Bái táp 5: Cho AABC, chiimg minh ráng: 

a. a.sin(B - C) + b.sin(C - A) + c.sin(A - B) = 0. 

b. (b 2 - c 2 )cotgA + (c 2 - a 2 )cotgB + (a 2 - b 2 )cotgC = 0. 
Bái táp 6: Cho AABC, chiimg minh ráng: 

p 

a. S = — (a.cosA + b.cosB + c.cosC). 

2 

b. S = — (a 2 .cotgA + b 2 .cotgB + c 2 .cotgC). 

4 


c. S = 


2 .2 2 

a +b c 


4(cot gA + cot gB + cot gC) 


d. S= (p - a)(p - b).cotg —. 

2 

Bái táp 7: Cho AABC, chúmg minh ráng: 

, • Jbc(a + b + c)(b + c - a) 

a. 1, = --. 

b + c 


b. (b + c) 2 . la = bc[(b + c) 2 - a 2 ]. 


1 1 


i n 


-+- .i c + -+- 
a bj [b c ) 


Ve aj 


. A B C. 

.L = 2 (eos — + eos — + eos —). 
2 2 2 
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Bái táp 8: Cho AABC. Chúmg minh các hé thúc sau: 

a. acosA + bcosB + ccosC = 4RsinAsinBsinC. 

b. b 2 sin2C + c 2 sin2B = 2bcsin(B + C). 

Bái táp 9: Cho AABC. Chúrng minh các hé ihtirc sau: 

(a 2 +b 2 + c 2 )R 


a. cotgA + cotgB + cotgC = 


abe 


C A B 

b. (a - b)cotg — + (b - c)cotg — + (a - c)cotg — = 0. 

Bái táp 10: Cho AABC. Chúmg minh các hé thúc sau: 


1D A B C 
p = 4Rcos — eos — eos — 
2 2 2 

A r> ABC 
r = 4Rsm — sin — sin —. 

2 2 2 


r ABC 

c. -=tg — tg-tg — • 

p 2 2 2 


d. r = 


. B . C 
a. sin — .sin — 

_2_2L 


eos 


Bái táp 11: Cho AABC. Chúmg minh các hé thúc sau: 

a. 1 + — = cosA + cosB + cosC 

R • 

■ j . ..2 . o i - cosC 

b. c 2 = (a-b) 2 + 4S.- 

sinC 

Bái táp 12: Cho AABC. Chúng minh các hé thúc sau: 

a. S = 2R 2 sinAsinBsinC. b. S = Rr(sinA + sinB + sinC). 

Bái táp 13: Cho AABC có trung tuyén AM = . Chúng minh ráng: 

a. a 2 - c 2 = 2b 2 

b. sin 2 A = 2sin 2 B + sin 2 C 

Bái táp 14: Cho AABC, chúng minh ráng: 

a. Né'ua + c = 2bthitg-^tg5t g ^ = I 

2 2 2 3 

b. Né'u a + c = 2b thi 2(c - a) = 3r(tg — - tg -y-) 

c. Né'u a 2 + c 2 = 2b 2 thi 2cotgB = cotgC + cotgA 

Bái táp 15: Cho AABC, có các canh thoá man a 4 = b 4 + c\ Chúng minh ráng 
AABC nhon va các góc thoá man 2sin 2 A = tgB.tgC. 

Bái táp 16: Dirang trón nói tié'p AABC, tiép xúc vói oác canh BC, CA, AB 
theo thú tu tai các diém A,, B,, C,. Chúng minh ráng: 

S = HÍ 
A,BlCl 2R * . 

Bái táp 17: Cho AABC nhon có các ducmg cao A A’, BB', CC va 3 canh 
BC = a, CA = b, AB = c. 

a. Chúng minh ráng chu vi AA'B'C báng acosA + bcosB + ccosC. 

b. Chúng minh ráng R ABC = R ABC . 
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, PHUONG PHAP CHtJNG 

De chúng minh mót bát dáng thúc luong giác trong tam giác, ta có íhé lúa 
chon theo thú tu các phucmg pháp sau: 

Phucmg pháp 1: Düng phép bié'n dói tucmg ducmg. 

Phucmg pháp 2: Düng các bá't dáng thúrc co bán dá có sán, nhtr 

1. Bát dáng thiirc Cósi: 

- Ia¡ £ n/na¡ vói a,¿ 0, Vi = 1.n 


Dáu dáng thúc xáy ra khi a, = a 2 

2. Bát dáng thúc Bunhiacó'pski: 


Phucmg pháp 3: Düng tam thúc bác hai. 

Chú y\ Khi chúng minh mót bá't dáng thúc lutmg giác trong tam giác ctn chú 
y tói các tính chát dác trung cúa các hám lu<mg giác, nhu: 

1. Tính bi chán cüa hám sinx, cosx. 

2. Dáu các hám lircmg giác trong các cung phán tu. 

3. Tính chát cüa các cung lién ké't: cung dól, cung bu, cung phu, cung sai kkác n. 

4. Tính chát: | b — c | < a < b + c trong AABC. 

CÁC BÁT DÁNG THÚC CO BÁN TRONG TAM GIÁC 

Trong AABC ta luón có: 

3 /T 

Bát dáñe thúc l. sinA + sinB + sinC <, -. 


Bát dañe thúc 2. 1 < cosA + cosB + cosC < 


Bát dañe thúc 3. 1 < sin 


Bát dÁnn thúc 4. 2 < eos 


Bát dáng thúc 6. sin 


Bát dáñe thúc 7. cosA.cosB.cosC ú 


Bát dáñe thúc 9. sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C < 




Bát dáñe thúc JO. tgA + tgB + tgC ¿ 3 V3 , vái AABC nhon. 

Ai 13 C 

Hat dáñe thúc II. tgy + tgy + tg — > V3 . 

Mt áÁng jhÚC. 1 2 , tgy.tgy.tgy £ . 

Hat dán2 thúc 13. cotgA + cotgB + cotgC ^ V3 , vái AABC nhpn. 

A B C* 

Hat dátiR thúc 14. cotg y + cotg — + cotg — > 3 -Jí . 

1. CHÍ/NG MINH BÁT DÁNG THÜC 1 

Ta có thé lira chon mót trong các cách sau: 

Cách /: Sír dung phép bién dói: 

• a • • /-. • 71 A + B A-B - . .C 7t v .C ti. 

sinA + sim^ sinC + stn — = 2.sin-.eos- + 2sin( — + — ).cos(-) 

3 2 2 2 6 2 6 

, A+_B C^x 

< 2’2 6* A + B - . . C 71 _ f . A + B . C 71 _ 

< 2sin- + 2sin( — + — ) = 2[sin- + sin( — + — )) 

2 2 6 2 2 6 

. . A + B + C n A + B- C tc . 

= 4sin(-+ — ).cos(-) 

4 12 4 


12 


.. ti . A + B-C tc , . 71 

*= 4sin — ,cos(-) < 4sin— 

3 4 12 3 

tc 3^/3 

<=> sinA + sinB + sirC < 3sin— =-. 

3 2 

Dáu xáy ra khi vá chi khi: 

A-B 


cov 


= 1 


cos(~ - —) = 1 
2 6 

A+B-C , 

cosí-) = 1 

4 12 


oA = B = Co AABCdéu. 


Cách 2: Sír dung bát dáng thúc ab ^ — (a 2 + b 2 ) cüng phép bien dói: 

2 

sinA + sinB + sinC = sinA + sinB + sin[7t - (A + B)] = sinA + sinB + sin( A + B) 
= sinA + sinB + sinA.cosB + sinB.cosA 


2 

s 


V3 . 41 . rz ( sin A sinl 

-sinA + -sinB + v3 —¡^-.cosB +— j= 

2 2 J ^ Ví V3 

- + sin 2 a! + Í— + j 
4 ) U 


\ 


.eos A 


sin B 


s 


( sin 2 A 2 ni 


^sin : B 2 a > 


-+ eos 2 B 

+ 

—— + cos A 




3 J 



— + —- (sin 2 A + eos 2 A) + — (sin 2 B + cos 2 B) = 

2 2 2 2 
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Chain»! 1: Hám so luttni: iimw 


Dáu "= M xáy ra khi vá chi khi: 

a n ^ 
sin A = smB = — 

2 


sin A 


s 

sinB 


V5 


= cosB 

= eos A 


oA = B=-oA = B = Co AABC diu. 
3 


2. CHÜNG minh bXt DÁNG THÜC 2 

Ta lán lucrt thuc hién: > 
a Chúrng minh vé' trái, ta có: 

cosA + cosB 4 cosC = 2cos — .eos ——— + cosC 

2 2 

„ . C A-B t ^ . 2 C ' A A-B A + B . C 
= 2sin — .eos- + 1 - 2sin — = 1 4 2(cos-eos-).sin — 


, . . A . B . C , 

= 1 4 4sin —.sin —.sin — > 1. 

2 2 2 

Nhán xét. Néu cho A —> 0, thi: 

ABC 

co:,A 4 cosB 4 cosC = l + 4sin — .sin — .sin- > 1 

2 2 2 

do váy khóng thé’ thay só 1 boi só lón hem trong bát dáng thúrc trén 
b. Chúrng minh vé phái, ta có thé’ lera chon mót trong các cách sau: 

Cái h 1 : Sú dung két quá xy < — (x 2 4 y 2 ), ta nhán diroc: 

VT = cosA 4 cosB - cos(A 4 B) = (cosA 4 cosB). 1 - cosA.cosB4suAsinB 

1 13 
£ — [(cosA 4 cosB) 2 + l J - cosA.cosB + — (sin 2 A + sin 2 l) = —. 

2 2 .. 

Dáu "=" xáy ra khi vá chi khi: 

eos A + eos B - 1 . n . ~ „ n . . _¿ 

oA = B= — oA = B = C= — o AABC tüéu 
sin A = sin B 3 3 


Cách 2: Sir dung a.sinx + b.cosx < Va 2 + b 2 , ta có: 

VT = cosA + cosB - cos(A + E) = cosA 4 cosB - cosA^osB + snA.sinB 
= [(1 - cosB)cosA 4 sinB sinA] 4 cosB 

ú yj{ 1-cosB) 2 + sin 2 B 4 cosB = V2-2eos B 4 cosí 


- . B . n i B 3 n, 1 * 3 

= 2sin— + I - 2sin — =-2(-sin—r < — 

2 2 2 


2( — - sin —Y ^ 

2 2 2 
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Dau "=" xáy ra khi va chi khi: 


B 

(1 - eos B) eos A + sin B. sin A = 2 sin — 

2 

. B 1 

sin — = — 

2 2 


O < 


B = — 
3 


1 A & . A - 1 
— eos A + « n A = 2.— 

12 2 2 




B = — 


A = — 
3 


3 o A = B = C = — <=> A ABC déu. 

3 


Cái h vSir dung phép bié'n dói báng dánh giá khóng mát tính tóng quát, ta giá 
sir C la góc nhó nhá't trong AABC, suy ra 0 < C < , khi dó: 

a ii n * A + B A-B . ,C «. ,C n. 

cosA + cosB + cosC + eos — = 2cos-.eos- +2cos( —+— ).cos(-) 

3 2 2 2 6 2 6 

. ~ A+B- , C n 

2 2 6 

. .A+B+C ti .A+B-C ti 

= 4cos(- + — ).cos(-) 

4 12 4 12 

. n. .A + B-C u . . 71 

, = 4cos — .cos(-) <, 4cos — 

3 4 12 3 

^ 3 

co eos A + cosB + cosC £ 3cos— = — 

3 2 

Dáu xáy ra khi vá chi khi 
A-B 


eos 


= 1 


,c n . 

cos(-) = 1 

2 6 

A + B-C 7T , 

cos(-) = 1 

4 12 


o A = B = C o AABC déu. 


Cách 4: Su dung phép vecto báng viéc lá'y ba vectcr don vi ei, e 2 , e* trén ba 
canh AB, BC, CA cüa AABC, ta có: A 

( ei + e 2 + e* ) 2 S 0 

•• -• ^ -* -• 

1 + 1 + 1 + 2 ( ck.C 2 + c 2 • c 3 + e.i .ei) 2 0 

a3 + 2(- cosB - cosC - cosA) £ 0 



<r> cosA + cosB + cosC < -. 

2 ‘ 

Dáu "=" xáy ra khi vá chi khi AABC dóng dang veri tam giác có các canh 
la các vecto don vi e=> AABC déu. 
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inmmn i: nam so nnmn üiac 


3. CHÜNG MINH BÁT DÁNG THÚC 3 

Ta lán lircrt thurc hién: 

a. Chtíng minh vé trái, la có: 

n a B 

ÍKCOS—,COS —<1 

A B C 2 2 .a B .B A C 

sin— + sin — +sin- > sin—.eos— +sm —.eos— 4-sin — 
222 22222 

A + B . C C . C 

= sin-+ sin — = eos — + sin — 

2 2 2 2 

K C K 3 * 

-<—+-<- 

rz ■ t c 7 ^ 4 2 4 4 r~ . n 

= V2 sin(— + —) > V2 .sin— = 1. 

2 4 4 

b. Chúng minh vé phái, báng viéc sir dung két quá xy<^ (x 2 + y 2 ), la nhán lime: 

. , T .A B A + B 

VT = sin — + sin — + eos- 

2 2 2 

, . A .B xl A B A B 

= (sin— +sm — ).l + eos — .eos-sin — .sin — 

2 2 2 2 2 2 

I f . A B o >1 1 . ■» A > B. . A . i 3 

^ — ((sin— +sin—)‘+ 1] + — (eos — + cos —)-sin ~ .sin- = —. 
22 2 22 2 222 

Dáu "=" xáy ra khi va chi khi 

A . B 
sin — + sin — = 1 

2 2 oA = B= — <=>A = B = C= — o AABC Jéu. 

A B 3 3 

eos — = eos — 

2 2 

4. CHÚNG MINH BÁT DÁNG THÚC 4 
Ta lán lirot thirc hién: 

ABC 

a. Chúmg minh vé trái, ta có 0 < eos —, eos —, eos — < 1 nén: 

2 2 2 

A B C 2 á 2 ^ 2 

eos — + eos — + eos — > eos — + eos — + eos — 

2 2 2 2 2 2 

1 1 4 

= - (1 +cosA+ 1 +cosB+ 1 + cosC) = — (3 + cosA + cosB + cosC)> — =2 

2 2 2 


Nhán ¡xét. Néu cho A-> 0 va B -> 0 thi C-> n, thi: 

0 


A - B , , C 

eos-► 1, eos-► 1 va eos — 

2 2 2 


_ A B C . 

=> eos — + eos - + eos- >2 

2 2 2 


do v$y khóng thé thay sé 2 bói sÓ lóm hem trong bát dáng thúrc tién. 
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b. Ou'mg minh vé' phái, báng viéc sír dung két quá xy ^~ (x 2 + y 2 ), ta nhán diroc: 

\/t A B . A + B 

VT = eos — + eos — 4- sin- 

2 2 2 

2 A yfi B 

= —= (— .eos — + — .eos — ) + 

V5 2 2 2 2 

/r r • A 1 B . B 1 A . 
+ V3 [sin —.(— cas —) 4- sin-- .( — eos— )] 

2 Ví 2 2 ,/3 2 

2 r 1 3 2 A . 1 . 3 2 B,, 

<-p [ - ( - 4-eos — ) 4- - ( - 4-eos 2 —)] 4- 

’ V3 2 4 2 2 4 2 

4- V3 [ — (sin — 4- -eos —) 4- — (sin — 4- -eos —)] 
2 2322 23 2 

= tü 

2 

Dáu ”=" xáy ra khi va chi khi 

A S 

eos — =- 

2 2 

B S 

eos — = — 

2 2 oA = B=-oA = B = C=-o AABC déu. 

A 1 B 3 3 

sin — = — r= eos — 

2 S 2 

B 1 A 

sm — = —p= eos — 

2 V3 2 

5. CHtfNG MINH BÁT DÁNG THÜC 5 

VI sinA, sinB, sinC > 0, nén sír dung bát dáng thúrc Cósi ta ducrc: 


sinA.sinB.sinC £ 


sin A 4-sin 


in B4-sinC V 

3 J 




) £ 

2 J 


h/3 


Dáu xáy ra khi va chi khi A = B = C <=> AABC déu. 

•i 

6. chüng minh bát DÁNG THÜC 6 
ABC 

Vi sin —, sin —, sin — > 0, nén sír dung bát dáng thúrc Cósi ta duoc: 
2 2 2 ‘ 


• A . B . C 
sin —.sin — sin — < 
2 2 2 


( . A . B . 

sin — 4-sm — 4-sin — 


(i)’4- 


Dáu xáy ra khi va chi khi A = B = C <=> AABC déu. 
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Quaai L H ám st baamifc 


7. CHÜNG MINH BÁT DÁNG THÜC 7 
Nhán xét ráng: 

■ Né'u AABC tú, thl cosA.cosB.cosC < 0, do dó bát dáng thiírc luón lúng. 
Né'u AABC vuóng hoác nhon, thl eos A, cosB, cosC £ 0, nén sir dung 


bát dáng thiíc Cósi ta diroc: 

* r» s-, ^ ( eos A + eos B + eos C V ^ 
cosA.cosB.cosC < I---I á 


r r 

,2> 


8 


Dáu "=" xáyra khi va chi khi A = B = C <=> AABC déu. 

8. CHÜNG MINH BÁT DÁNG THÜC 8 

ABC , , 

Vi eos —, eos —, eos — > 0, nén su dung bát dáng thtrc Cósi ta dirá:: 
2 2 2 


A B C 
eos — .eos — .eos — £ 
2 2 2 


f A B C] 

i 


eos — + eos — + eos — 

2 2 2 

< 

(S) 

3 


2 




k > 




8 


Dáu " = " xáy ra khi va chi khi A = B = Co AABC déu. 

9. CHÜNG MINH BÁT DÁNG THÜC 9 

Thiic hién phép bié'n déi tuong dirong: 

4(sin 2 A + sin^ + sin^) <9o 4sin 2 A + 2(1- cos2B) + 2(1- cos2c,. 

o 4sin 2 A - 4cos(B + C).cos(B - C) ^ 5 

<^> 4(1 - cos 2 A) + 4cosA.cos(B - C) < 5 

o 4cos 2 A - 4cosA.cos(B - C) + 1 £ 0 

<=> [2cosA - cos(B - C)] 2 + 1 - cos 2 (B - C) £ 0, luón dúng 
Dáu ” = " xáy ra khi va chi khi 


2 eos A = cos(B-C) 
cos 2 (B-C) = 1 


o < 


2 eos A = cos(B-C) 
sin(B-C) = 0 


o < 


2 eos A = 1 

B = C 


oA = B = C= -o AABC déu. 
3 

10. CHÜNG MINH BÁT DANG THÜC 10 


Triíóc hé't ta có: 

tgA + tgB + tgC = tgA.tgB.tgC. 

Vi AABC nhon nén tgA, tgB, tgC > 0, do dó áp dung bát dáng thúrc Cósi a có: 
tgA + tgB + tgC 2 3 ^/tgA.tgB.tgC = 3 ^/tgA + tgB + tgC 
c* (tgA + tgB + tgC)'í> 27(tgA + tgB + tgQ 
o (tgA + tgB + tgC) 2 £ 27 o tgA + tgB + tgC > 3 . 

Dáu "=" xáy ra khi va chi khi AABC déu. 


102 



11. CHÜNG MINH BÁT DANG THÜC 11 
Trtfóc hét ta có: 

A B B C C A , 

tgy4g i+ t g I .« I+t g i .tE T = l. 

(x + y + z) 3 £ 3(xy + yz + zx), vái moi x. y, z. 

Dé ngh¡ han ríce tifchúng minh. 

Nhán xét ráng: 

(>gy + t ?y +tg^) J í Sdgy.tg® +tg|.i g Y - tgj <gy) = 3 

+<gf +tgj * V3. 

Dau *'=" xáy ra khi vá chi khi AABC déu. 

0 

12. CHÜNG MINH BÁT DÁNG THÜC 12 


Ta có: 


, AB BC C / ./ABC 
1 - tg — tr - + tg — .tg— + tg —.ig— > 3} tg —.tg —.tg — 

2^2 * 2*2 *2 2 V 2 2 2 

ABC 1 

2*2*1 

Dáu " = " xáy ra khi vá chi khi A = B = C o AABC déu. 

13. CHÜNG MINH BÁT DANG THÜC 13 
Triróc hét ta có: 

cotgA.cotgB + cotgB.cotgC + cotgC.cotgA = 1, 

(x + y + z) 2 £ 3(xy + yz + zx). vái moi x, y, z. 

Dé nghi han cfpc tu chúng minh. 

Nhán xét ráng: 

(cotgA + cotgB + cotg Cf > 3( cotgA.cotgB + cotgB.coigC + cotgC.cotgA) = 3 
cotgA + cotgB + cotgC £ Vi. 

Dáu xáy ra khi vá chi khi AABC déu. 

14. CHÜNG MINH BÁT DÁNG THÜC 14 

* 

Triíóc hét ta có: 

A B C ABC 

cotg — + cotg — + cotg — = cotg — .cotg — cotg -. 

• 2 2 2 2 2 2 

ABC 

Vi cotg —, cotg —, cotg — > 0, do dó áp dung bát dáng thúc Cósi ta có: 

2 2 2 


cotg 


A B C , ^ A B C 

Y+COtgy + COtg - £ 3yCOtgy.COtgy.COtgy 


_ , A‘ B C 
= 3;|cotg-- + cotg— + cotg — 

M 4* 

- V- ' ‘ • í . 
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ABC ABC 

o (cotg — + cotg - + cotg — ) 3 > 27(cotg — + cotg — + cotg --) 

W At * M 4 

o (cotg y + cotg-5- + cotg ^ 27 <=> cotg— +cotgy + cotg^ < 3>/3 . 

+* £m M . 4l ¿0 

Dáu "=" xáy ra khi va chi khi AABC déu. 


BÁI TÁP TÜ LUÁN 

Bái táp 18: Cho AABC, có: 

cotgA + cotgB + cotgC = sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C 

g 

Chúmg minh ráng tgA £ —. 

Bái táp 19: Cho AABC, chúmg minh ráng: 

a. 2(ab + be + ca) > (a - b) 2 + (b - c) 2 + (c - a) 2 + 8S V5. 

. i i i* rr 

b. - + - + -> J-. 

a b c V 2rR 

Bái táp 20: Cho AABC, chümg minh ráng: 

1 . 1 . 1^1 

(p-a) 2 (p-b) 2 (p-c) 2 r 2 

. 1 1 i ^ 1 

a^+bc b“+ca c z +ab 4rR 

Bái táp 21: Cho AABC, chümg minh ráng: 

a. h 4 £ h* + h* £ 9r. 

b. h. + h. + h,^ ^(8^.Vs -3R). 

. c. h, + h* h t <. 3(r + R). 


d. h, + h h + h^ £ 


(a-b) 2 + (b-c) 2 + (c-a) 2 +I8S 


a + b + c 

Bái táp 22: Cho AABC, chúmg minh ráng: 

a. -í- + JL+ 2 VS. 


a + b 


h.. 


eos — eos — eos — 


Bái táp 23: Cho AABC, chúmg minh ráng: 

a. m..m h .n\ 2: pS. 

b. -i- +JL + -2- üji. 


m b m c 


r> a >/3-a m b >/3 -b m^VJ-i 
cot gA cot gB cot gC 


S2S 


la b cj 
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1 


4 


Bai táp 24: Cho AABC, chúng minh ráng: 

1 1 


a. 


^ / m _ m _i_ tn \ “ í m _ m — m ^ 


(m a -*-m b -m c ) (m a -m b + m L .) (m a -m b -m L .) 

b. m 4 + m h + m t <, r + 4R. 


c. m, + m h + m c > 


a 2 + b 2 + c 2 
2R 


A B C ^ 3 , 

d. m,.cos — + m h .cos — + m c .cos — > — (a + b + c). 
2 2 2 4 

Bá¡ táp 25: Cho AABC, chúng minh ráng: 

V3 

a. 1. + l h + 1*^ ^-(a + b + c). 

b. * + * + “í6R. 


I.. i, 


»b 


Bái táp 26: Cho AABC va M la diém bát ky trong tam giác. Chiimg minh ráng: 

a. MA.cos— + MB.cos- + MC.cos- ;> a * - * c . 

2 2 2 2 

b. MA 2 + MB 2 + MC 2 £ ~. 

v3 

c. (Erdoss): Goi P, Q, R theo thúr tu la hinh chié'u vuóng góc cua M lén 
AB, BC, CA, Chúng minh ráng: 

MA + MB + MC £ 2(MP + MQ + M^). 

Bái táp 27: Cho AABC, các phán giác AA,. BB, vá CC, theo thúr tu cát ducmg 
tron ngoai tiép tam giác tai A 3 , B,. Cj. Chiimg minh ráng: 

AA, BB, CC, 9 

AA 2 BB, CC 2 4 

Bái táp 28: Cho AABC, goi I la tám ducmg tron nói tiép tam giác. Kéo dái AI, 
BI, CI theo thúr tu cát ducmg tron ngoai tiép tam giác tai A 2 , B>, C 2 . Chúng 
minh ráng: 

a. IA 2 + IB; + IC 2 ^ IA + IB + IC. 

b. AA,.BB,.CC2> 8al ?fi . 

1 9 

Bái táp 29: Cho AABC, vói n e N, chúng minh ráng: 

3^3 

a. sinnA + sinnB + sinnC £-. 


b. cos2nA + cos2nB + cos2nC > —. 

2 

3 

c. cos(2n + 1)A + cos(2n + 1)B + cos(2n + 1)C < —. 

2 
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Bái táp 30: Cho A ABC, chúmg minh ráng: 

A-B B-C C-A 2 . . A . n 

a. eos- + eos- + eos- £ -=(sinA + smB + sinC). 

2 2 2 S 

b. tg 2 y + tg 2 y + tg 2 y +8siny.sin|.sin| £2. 

Bái táp 3f: Cho AABC, chúmg minh ráng: 

A .B . C _ 4 , .A.B.Cv AA , 
a. sin— + sin— + sin— ¿ — (1 + sin — .sin — .sin-), AABC nhon. 
2 2 23 222 

2 2 2 V3 2 2 2 ' 


Bái toan 3: Nhán dang tam giác. 

PHl/ONti PHÁP CHUNU 

Bái toan vé nhán dang tam giác rá't hay gáp trong cae dé thi món t.oán. Bái 
toan náy dé cáp dén mót sd huóng bién déi dé nhán dang tam giác tror.g cae 
bái toan nhu thé. 

Dang 1: Su dung các phép bié'n ddi luong giá<; dé tính góc hoác c arh. 
Dang 2: Xác djnh quan hé giüra các canh hoác các góc cua tam gjác. 

Dang 3: Su dung bát dáng thúrc ccf bán trong tam giác va các bát dáng 
, thúrc dai sd. 

Dang 4: Su dung phucmg pháp dánh giá dua trén các tính chát ttan giác 
vá hám sd. 

Dang 5: Dung hinh dé tính toán các nhán tu trong biéu thúrc. 



BÁI TÁP TV LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 
Bái táp 32: Xác dinh dang cúa AABC, bié't: 

a. sin4A + sin4B + sin4C = 0. 

a Vuóng. □ Cán. □ Déu. □ Vuómgcán. 

b. sin2A + sin2B = 4sinA.sinB. 

□ Vuóng. Q Cán. a Déu. □ Vuómgcán. 

c. 3(cosB + 2sinC) + 4(sinB + 2cosC) = 15. ^ 

□ Vuóng. □ Cán. □ Déu. □ Vuómgcán. 


2 2 

. eos A + eos B I / . 2 * . . 2 dv 

d. -r-::- = - (cotg A + COtg B) 

sin 1 A + sin 1 R 2 


□ Vuóng. □ Cán. □ Déu. □ Vuómgcán. 


e. 


2cosA.sinB.sinC + >/3 (sinA + cosB + cosC) = 


17 
4 ‘ 


□ Vuóng^. □ Cán.- □ Déif. □ Vuómgcán. 
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Bái táp 33: Xác dinh dang cua AABC, bié't: 


a. Vsín A + Vsin B = 2jcos— 

\ 2 

□ Vuóng. □ Can. 


□ Déu. 


□ Vuóng can. 


Mó róng vói J^sin A + fe B = 2 ^cos| . 


1 


1 


sin A sin B 

□ Vuóng. 
Mó róng vói 


C ' 
eos — 

2 

□ Cán. 
1 1 


□ Déu. 
2 


□ Vuóng cán. 


fe~Á J/sÜTb 


J C ’ 

r s 2 


.-o _ A + B 


Bái táp 34: Xác dinh dang cüa AABC. bié't: 
a. tg 2 A + tg 2 B = 2tg 
□ Vuóng. 


, vói các góc A, B nhon. 
□ Cán. □ Déu. 


□ Vuóng cán. 


Mó róng vói tg n A + tg"B = 2tg' 


A + B 


, vói các góc A, B nhon. 


b. yfigA + yf \gB = 2 fi¿£ , vói các góc A, B nhon. 

□ Vuóng. □ Cán. □ Déu. □ Vuóng can. 

Mó róng vói íj/tgA + ¡figB = 2 ¡Jcoi g y , vói các góc A, B nhon. 

Bái táp 35: Xác dinh dang cüa AABC, bi£t: 

. B I a-c 

a. sin— = J-. 

2 V 2a 


□ Vuóng. 


b. cosA + 2sin— = 

2 R 


□ Can. 
r + R 


□ Déu. 


□ Déu. 


ü Vuóng. □ Can. 

c. a = 2b.cosC. 

ü Vuóng. □ Can. □ Déu. 

Bái táp 36: Xác dinh dang cúa AABC, biét: 
a. h, = fep-a). 

□ Vuóng. □ Cán. □ Déu. 


b. h, = Vbc .eos —. 

□ Vuóng. □ Can. 


□ Déu. 


□ Vuóng can. 

. i 

□ Vuóng can. 

□ Vuóng can. 

* o 

□ Vuóng can. 

□ Vuóng can. 
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Chmmn 1: Hám mS Imma niác 


Bái táp 37: Xác dinh dang cúa A ABC, bié't: 

a. S = — (a 2 + b 2 ). 

4 . 

U Vuóng. □ Cán. □ E)éu. 

b. p = (l + >¡2 )R. 

□ Vuóng. □ Cán. □ Déu. 

Bái táp 38: Xác dinh dang cija A ABC biét: 

a. sinA + sinB + sinC - (sin2A + sin2B + sin2C) = 0. 

a Vuóng. □ Cán. □ Déu. 

b. cosA + cosB + cosC + cos2A + cos2B + cos2C = 0. 

□ Vuóng. □ Cán. □ Déu. 

c. tgA + tgB + tgC + tg2A + tg2B + tg2C = 0. 

□ Vuóng. □ Cán. □ Déu. 


□ Vuóng cán. 

□ Vuóng cán. 

□ Vuóng cán. 

□ Vuóng cán. 
a Vuóng cán. 


d. cotgA + cotgB + cotgC + cotg2A + cotg2B + cotg2C = 0. 


□ Vuóng. a Cán. a 

Bái táp 39: Xác dinh dang cúa AABC biét: 
ísinB + sinC = 2sin A 


Déu. 


□ Vuóng cán. 


a. 


i 


b. 


B C 2 

,g 7 +,g T = 75 


□ Vuóng. □ Cán. 
4sin A sin B sin C a + b + c 


c. 


ab + be + ca 
□ Vuóng. 

1 1 


18R* 
□ Cán. 

1 


□ Déu. 


□ Déu. 


□ Vuóng cán. 


□ Vuóng cán. 


sin A sin B 
□ Vuóng. 


sinC 
□ Cán. 


- (cotgA + cotgB + cotgC) = VI 

□ Déu. □ Vuóng cán. 


d. sin 2 — +sin 2 — + sin 2 — = ócosAcosBcosC. 

2 2 2 

III. HlfÓNG DAN - GIÁI - DÁP SÓ 
Bái táp 1. 

a. Ta có: 

VT = sin2A + sin2B + sin2C = 2sin(A + B).cos(A - B) + sin2C 
= 2sinC.cos(A - B) + 2sinC.cosC = 2[cos(A - B) - cos(A + B)]snC 
= 4sinA.sinB.sinC. 

b. Ta có: 

. ..y. 2 A 2 /- 1+eos 2 A 1+COS2B 

VT = eos A + eos B + eos C =-+-+ eos C 

2 2 

= 1 + ^ (cos2A + cos2B) + cos^ - 1 + cos( A + B).cos(A - B) -t cos ? C 
= 1 - [cos(A - B) + cosí A + B)]cosC = 1 - 2cosA.cosB.cosC. 
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Bái táp 2. 

a Ta xét hai trircmg hcrp: < 

Tnránf» hcrp 1 : Néu n = 2k vói k nguyén ducmg, khi dó: 

VT = sin(4kA) + sin(4kB) + sin(4kC) 

= 2sin[2k(A + B)].cos[2k(A - B)] + sin(4kC) 

= 2sin[2k(7r - C)].cos[2k(A - B)] + sin(4kC) 

= -2sin(2kC).cos[2k(A - B)] + 2sin(2kC).cos(2kC) 

= -2sin(2kC).{cos[2k(A - B)] - cos(2kC)} 

=• 2sin(2kC). (cos[2k(A + B)] - cos[2k(A - B)]} 

= -4sin(2kC).sin(2kA).sin(2kB) 

= 4(-l )"*'sin(nA).s¡n(nB).sin(nC), dpcm. 

Turóng licrji 2: Néu n = 2k + 1 vói k nguyén ducmg - Ban áoc thifc hien tuong tu. 

b. Utfn tu<mg tu cáu a) - Ban áoc tugidi. 

c. Ta xét hai truóng hcrp: 

Tufóng luip I : Néu n = 2k vói k nguyén ducmg, khi dó: 

VT = cos ? (2kA) + cos 2 (2kB) + cos 2 (2kC) 


1 + cos(4kA) 1 + cos(4kB) 
~2 + 2 


+ cos'(2kC) 


= 1 + — fcos(4kA) + cos(4kB)] + cos 2 (2kC) 

2 

= I + cos[2k(A + B)].cosl2k(A - B)] + cos 2 (2kC) 

= 1 + cos(2kC).cos[2k(A - B)] + cos 2 (2kC) 

= 1 + (cos[2k(A - B)] + cos[2k(A + B)]|cos(2kC) 

= 1 + 2cos(2kA).cos(2kB).cos(2kC) 

= 2(— I )"cos(nA).cos(nB).cos(nC) + 1, dpcm. 

Tnfóng lioj) 2: Néu n = 2k + 1 vói k nguycn ducmg - Ban doc tina liten ttfimg tu 

d. Ta có: 


A + B + C = 7to n(A + B + C) = n;i <=> nA + nB - nn - vC 

=> tg(nA + nB) = tg(nrc - nC) <=> = - tg(nC) 

1 - tg(nA).tg(nB) 

o tg(nA) + tg(nB) = [1 - tg(nA).tg(nB)]tg(nC) 

O tg(nA) + tg(nB) + tg(nC) = tg(nA).tg(nB).tg(nC), dpcm. 

e. Sir dung két quá cua cáu d), ta có: 

tg(nA) + tg(nB) + tg(nC) = tg(nA).tg(nB).tg(nC) 



cotg(nA) cotg(nB) cotg(nC) cotg(nA).cotg(nB).cotg(nC) 
c=> cotg(nA).cotg(nB) + cotg(nB).cotg(nC) + cotg(nQ.cotg(nA) = 1, dpcm. 
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liwtnn i: Mam m» imtnu mac 


Bái táp 3. 

a. SO dung dinh ly hám só sin, ta có; * 

„ . B + C B-C 

2R.sinB + 2R.sinC . A 2sin 2 C ° S 2 

VT =-.sin— =- - - - — 

2R.sinA 2 0 .A A 

2sm — .eos — 

2 2 


sin 


sin 


n A | B-C 

-.eos- 

2 2) 2 B-C , 

-= eos-, dpem. 


.si 


A 

eos — 

2 

b. SO dung dinh ly hám só' sin, ta có: 

„ . B + C B-C 

4R(sin B + sinC) . ,A 7 7 

VT =-——-.sin — =- 6 — 

2R.sinA 2 A A 2 

2 sin —. eos — 

2 2 

„ B-C . A B-C B + C _ , r . 

= 2cos-.sin — = 2cos-.eos- = cosB + cosC, dpem. 

2 2 2 2 

c. Su dung dinh ly hám só sin, ta có: 

VT = 4R 2 (sin 2 A - sin 2 B)sinA.sinB 

= 2R.sinA.2R.sinB. — [(1 - cos2A) - (1 - eos2B)] 

= -J-ab(cos2A - cos2B) = ab.sin(A + B).sin(A - B) 

2 

= ab.sin(A - B).sinC, dpem. 

d. Ta có: 

a.sinA + o.sinB + c.sinC = 2R(sinA.sinA + sinB.sinB + sinC.sinQ 
= 2R[sinA.sin(B + C) + sinB.sin(C + A) + sinC.sin(A + B)] 

= 4R(sinA.sinB.cosC + sinB.sinC.cosA + sinCsinA.cosB). (1) 
a.cosA + b.cosB + c.cosC = 2R(sinA.cosA + sinB.cosB + sinC.cosC) 
= R(sin2A + sin2B + sin2C) 

= R[2sin(A + B).cos(A - B) + sin2C] 

= R[2sinC.cos(A - B) + 2sinC.cosC] 

= 2R.sinC.[cos(A - B) cos(A + B)] 

= 4R.sinC.sinA.sinB. (2) 

Chía theo vé' (i) vá (2), ta duele: 
a.sin A + b.sinB + c.sinC 


a. eos A + b. eos B + c. eos C 


= cotgA + cotgB + cotgC, dpem. 
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Bai táp 4. 

a. S¿f dung dinh ly hám só sin, ta có: 


VT = — (a + b + cXb + c - a) = R 2 (sinA + sinB + sinC)( sinB + sinC - sinA) 
4 


Trong dó: 


sinA + sinB + sinC = 4cos — .eos — .eos —. 

2 2 2 

sinB + sinC - sinA = 2sin — — .eos——— - sinA 


* A B-C _ . A A 

= 2cos — .eos-2sin — .eos — 

2 2 2 2 

‘ B-C B + C x A A . B . C 

= 2(cos-eos-)cos — = 4cos — .sin — sin —. 

2 2 2 . 2 2 2 

Tu dó, suy ra: 

VT = 4R\cos 2 — .sinB.sinC = 4bc.cos 2 —, dpem. • 

2 2 


b. Lam tircmg tu cáu a) - Batí doc tirgidi. 

Báii táp 5. 

a. Ta có: 

a. sin(B - C) = 2R.sinA.sin(B - C) = 2Rsin(B + C).sin(B - C) 

= R(cos2C - cos2B) 

tuemg tu: 

b. sin(C - A) = R(cos2A - cos2C) 

c. sin(A - B) = R(cos2B - cos2A) 

Cóng theo vé ta nhán duoe dáng thúrc cán chiftig minh. 

b. Ta có: 

(b 2 - c 3 )cotgA = 4R 2 (sin 2 B - sin 2 OcotgA = 2R 2 (cos2C - cos2B)cotgA 
= -4R 2 sin(C + B)sin(C - B). 

sinA 

= 4R 2 sin(C - B).cos(B + C) = 2R 2 (sin2C - sin2B). 

tucm* tu: 

(c 2 - a 2 )cotgB = 2R 2 (sin2A - sin2C). 

(a 2 - b 2 )cotgC = 2R 2 (sin2B - sin2A). 

Cóng theo vé ta nhán duoe dáng thúc cán chúmg minh. 

Báii táp 6. 

a. Ta có: 

a.cosA + b.cosB + c.cosC = 2R(sinA.cosA + sinB.cosB + sinC.cosC) 
= R(sin2A + sin2B + sin2Q = R[2sin(A + B).cos(A - B) + sin2C] 
= R[2sinC.cos(A - B) + 2sinC.cosC] 

= 2R.sinC.[cos(A - B) - cos(A + B)] = 4R.sinC.sinA.sinB. 
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Chmfnu I; M am xO lunmiuiác 


Suy ra: 


\/d nn 2 - ^ a • tj 8R'.sinA.sinB.sinC abe _ 

VP = 2R.sinC.smA.smB =-=- = S. dpem. 

4R 4R ^ 


b. Ta có: 

a cos A . . _ cosB . _ cosAC. 

VP= — (a.2RsinA.-+ b.2RsinB.- + c.2RsinC.—-) 

4 sipA sinB sinC 

R 

= — (a.cosA + b.cosB + c.cosC) = S theo két quá cáu a). 

c. Su dung két quá cáu b) - Bqn d<x tifgiai. 

d. Su dung két quá bái táp 5 cáu b) ta có: 

(p - a)(p - b) = ab.sin 2 — 


tír dó suy ra: 


VP = ab.sin 2 — .cotg— = ab.sin 


. 2 C COS 2 . . C C 

m —.-= ab.sin— .eos — 

C 2 2 

sin — 

2 


1 


= — ab.sinC = S — Cóng thúl tinh tiién tirh rom gic'n theo dinh li liáni \ó sin 


Bái táp 7. 

a. Ta có: 


2bc. eos 


l.= 


b + c 

Nhán xét ráng: 

I a A. */, b J +c l -a J (b + c) ! -a : 

eos — = -(1 + cosA) = -(1 +-) = ---- 

2 2 2 2bc 4bc 

(b + c + a)(b + c - a) _ p(p-a) 

4bc be 


A _ I p(p-a) 
2 V be 


<=> eos 
Thay (2) váo (1) ta ducrc: 

1 


1 = 2bc ' P ( P~ 

b + c V be 


- a) _ Vbc(a + b + c)(b+c~a) 


b + c 


,dpcm. 


b. Suy ra tír két quá cáu a). 

c. Ta lán luot có: 


1 i 

— + — 

ya b 


\ 


1 = 


, 2ab. eos — 
a + b _2_ 


ab 


a + b 


= 2cos 


(1) 


( 2 ) 



1 p 

b c ) 


\ 

f 1 1 

— -f — 

l, c a 


. I, = 2cos 


' , , B 

.I h = 2cos — 

a 


Cóng thco vé ta nhán di/oc dáng thúrc cán chúrng minh. 
Raí táp 8. 

a. Tham kháo bái táp 3 cáu d). 

b. Sú dung dinh ly hám só sin, ta có: 

VT = b.b.sin2C + c.c.sin2B 

c.sinB . . _ b.sinC _ . _ 

= b. — ; -.2sinC.cusC 4- c.-.2smB.cosB 

sinC sinB 


Bái táp 9 . 


= 2ab(sinB.cosC + sinC.cosb) = 2bcsin{B 4- C), dpcm. 


cotgA 4- cotgB 4- cotgC = 

Ta lán ltrcrt có: 

b 2 4c 2 -a 2 


cotgA = 


4S 


(a 2 + b 2 u‘)R 
abe 


D a 2 4-c 2 -b 2 _ a 2 4- b 2 -c 2 

, cotgB =-—-. cotgC = - 


Túrdó, suy ra: 

cotgA 4- cotgB 4- cotgC = 


4S 

a 2 4-b 2 4-c 2 _ 
. abe 


(a 2 4-b 2 +c 2 )R 


abe 


4S 


, dpcm. 


4R 


b. Ta có thé Itra chon mót trong hai cach sau: 

Cái li 1: Str dung các phép bién dói lirong giác, ta có: 

(b - c).cotg— = 2R(sinB - sinC).cotg — 

2 2 

. n B4C B — C A 

- 4R.cos-.sin-.cotg — 

2 2 2 


= 4R. sin — .sin 

2 2 


B-C COS 2 


, D . B-C . B+C 
= 4R.sin-.sm- 


sin 


= 2R(cosC - cosB). 


Tirong tu: 


B C 

(c - a).cotg - = 2R(cosA - cosQ va (a - b).cotg — = 2R(cosB - cosA). 

Cóng theo vé ta nhán duoc dáng thúrc cán chúrng minh. 

Cach 2: Su dung các phucmg pháp hinh hoc, ta có: 

a se BC = BM 4- MC = r.cotg — 4- r.cotg — = r(cotg — +• cotg —). (1) 

2 2 2 2 
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ChwTmi Ir Ham sri lutwn: niic 


tircmg tir: 


B 


C A 

b = r(cotg — + cotg —), 

, A # B 
c = r(cotg — + cotg — ). 


( 2 ) 


(3) 



Thay (1), (2), (3) váo VT cüa dáng thúc, ta dircfc diéu cán chúmg minh. 

Bái táp 10. 

a. Ta có: 

p= — (a + b + c) = R(sinA + sinB + sinC) = R[2sin - + — .eos --—- ■+ sinC] 

2 2 2 

C A-B - . C C . 

= R[2cos— .eos-+ ¿sin — .eos — 1 

2 2 2 2 

= 2R(cos ——— 4-eos ^ ^ )cos— = 4Rcos — eos — eos — . 

2 2 2 2 2 2 

b. Sir dung két quá cáu a) va tír dánh giá: 

i 

abe 

S = pr = 


o r = 


4R 
abe 
4Rp 


8R\sin A.sin B.sinC 

A B 
4R.4R eos —. eos —. eos — 
2 2 2 


. D . A . B . C 
— =4R.sin—.sin—.sin —. 
C 2 2 2 


c. Ta lira chon mót trong hai cách trinh báy sau: 

Cách 1: Chia theo v¿ các dáng thúc ó cáu b) va cáu a) ta diroc dáng thürc cá.i 
chúmg minh. 

Cách 2: Ta có: 


suy ra: 


ABC 
S = pr = p(p - a)tgy = p(p - b)tg — = p(p - c)tg - 


. A , B . , C 2 A B C 

S = p(p ~ a)tg — p(p - b):g - .p(p - c)tg - = S p .tg - .tg y .tg - 


2 A B L. r ABC' 

<=>P tg—tg-tg- r - S = pr o - =tg—.tg-.tg-.dpcm. 

2 2 2 p 2 2 2 

d. Goi I la tám dircmg trun nói i«ép AABC. 

Ta có thé ihúc hién theo hai cách sau: 

Cách 1 : Xét AIBC, ta có: 


B 


IB 


BC 


a 


a 


C 

sin — 
2 


sin BIC 


B + C 
sin- 


A 

eos — 
2 


C 

a.sin — 

<=> IB=-¿ 

A 

cos¬ 


en 
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Mat khác: 


IB = 


Tír (1) va (2) suy ra: 
C 

a.sin — 

_2 _ r 

A . B 
eos— sin — 

2 2 



o r = 


B . C 
a.sin — .sin — 
2 2 

A 

eos — 

2 


Cádi 2: Cíiá su dirdng trón nói tiép AABC tiép xúc vói BC tai M, ta có: 


a = BC = BM -i- MC = r.cotg — + r.cotg— = 


B + C A 

r.sin- r.cos — 

2 _ 2 

. B . C . B . c 

sin—. sin — sin —. sin — 

2 2 2 2 


c> r = 


B . C 
a. sin — .sin — 
2 2 

A 

eos — 

2 


Bái táp 11. 

a. Su dung két quá cüa bái táp 10 cáu d), ta có: 

B . C . B . C 
a. sin —.sin— sin —.sin — 


A 

eos — 
2 


_2 _ 2 _ _ l = r 

A a 2R.sinA 
eos — 

2 


^. a .B.C , A.A.B.C 

2 sin A.sin —. sin — 4 eos —.sin —.sin —.sin — 

c* L = _ 2 2 = 2 2 2 2 

R A A 

eos — eos — 

2 2 

A . A . B . C 
= 4sin — .sin — .sin —. 

2 2 2 

Slt dung dáng thúrc co bán 2, ta có: 

ABC 

cosA + cosB + cosC = 1 + 4sin — .sin — .sin — 

2 2 2 

do dó (*) duoc chuyén thánh: 

1 + — = cosA + cosB + cosC, dpem. 

R 

b. Su dung két quá cüa bái táp 6 cáu d), ta có: 

C 1 C 

S = (p - a)(p - b).cotg — o — (b + c - a)(a + c - b) = S.tg — 

2 4 2 
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Chtftwu: I: H am nO¡ Imnu: gi¿c 


o c z - (a - b) 2 = 4S. 


C 

sin — 
_2 _ 


C 

eos — 
2 


= 4S. 


. 2 C 
sm — 
2 


C C 

sin —.eos — 
2 2 


= 4S. 


1 -cosC 
sinC 


o c 2 = (a - b) 2 + 4S. -—* dpem. 


Bái táp 12. 

a. Ta có: 


sinC 


abe 8R\sinA.sinB.sinC 

S =-=-—--= 2RsuiAsinBsmC, dpem. 


4R 


4R 


b. Ta có: 


1 


S = pr = — r(a + b + c) = Rr(sinA + sinB + sinC), dpem. 

Bái táp 13. 

a. Theo dinh lí dircmg trung tuyé'n, ta có: 

a 2 c 2 a 2 

b 2 + c 2 = 2AM 2 + — ob 2 + c ! = — + — o a 2 - c 2 = 2b\ dpem. 

2 2 2 

b. Theo a), ta có: 

a 2 - c 2 = 2b 2 <=> 4R 2 .sin 2 A - 4R 2 .sin 2 C = 8R 2 .sin 2 B 
<=> sin 2 A = 2sin 2 B + sin 2 C, dpem. 

Bái táp 14. Ban doc tifgidi. 

Bái táp 15. Ban doc tir kháng dinh AABC nhon. 

Sur dung eác cóng thúrc: 

_ 1, . D a 2 +c 2 -b 2 a 2 +b 2 -c J 

S = - bcsinA, cotgB =-, cotgC =-. 

2 6 4S 6 4S 

Ta có: 


a 4 =b 4 +c 4 oa 4 - (b 2 - c 2 ) 2 = 2b 2 c 2 
8S 2 4S 4S 


o 


<=> 2 


b 2 c 2 a 2 +c 2 -b 2 a 2 + b 2 -c 2 

<=> 2sin 2 A = tgB.tgC, dpem. 

Bái táp 16. Ban doc tifgidi. 

Bái táp 17. Ban doc tirgiui . 

Bái táp 18. Hifáng dan : Sur dung eác cóng thúrc: 

cotgA + cotgB + cotgC = - + b + c 


( 2s y_i 

V be J cot 


gB cotgC 


4S 


sin 2 A = 


2S\ 


Vbc ) 

ta chuyén giá thié't vé dang: 


, sin 2 B = 


2S 

ac 


) • sin ’ c= (í 


a 2 + b 2 +c 2 

Í 2S ] 

7 + f»'l 

2 

+ 

Í 2S 1 

4S 

\ be j 

Ucj 

,ab > 


<=> (a 2 + b 2 + c 2 )a 2 b 2 c 2 = 16S\a 2 + b 2 + c 2 ) o a 2 b 2 c 2 = 16S\ 
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Bai táp 19. 

a. Bién dói tucmg duong bát dáng thúrc cán chúmg minh vé dang: 

(ab + be + ca) - (a 2 + b 2 + c 2 ) £ 4S >/3 

O 2( ^ ) - 4S(cotgA + cotgB + cotgC) £ 4S V3 

sin C sin A sin B 

« ( 1 • - 1 


- COtgA) + (—— - cotgB) + (—- - cotgC) > yfi 
sm A sin B sin C 


1 - eos A 1 - eos B 1 - eos CT rz 

O - + - + - £ V3 


sin A 
2 sin 


sin B 


2 A 


„ 2 ® 
2 sin 2 — 


sinC 

B 

2 _ 


2 sin 2 — 


- . A A , . B B 

2 sin —. eos — 2 sin —. eos — 

2 2 2 2 

A B C i— 

^>tgy +tgy +tgy ^ v3, luón dúng. 

Dáu dáng thúrc xáy ra khi AABC déu. 
b. Sír dung các cóng thúrc: 

c abe D abe S 

4R v 4S p 


C C 

2 sin —. eos — 
2 2 


s 


tír dó, suy ra: 
3 

2rR 


S abe 
p ~4S 


6p _ 3(a + b + c) 
abe abe 


Váy, bát dáng thúrc cán chúmg minh tirong dirong vói: 


I 3(a + b + c) ^ 

f ab + be + ca N 

J abe 

v abe j 


3(a + b J c) 


abe 


O (ab + be + ca ) 2 1 3abc(a + b + c) 

O (ab - be) 2 + (be - ca) 2 + (ca - ab) 2 > 0, luón dúng. 

Bái táp 20. 

a. Sír dung bát dáng thúrc Cósi, ta có: 


VT= i 
2 


1 


1 


1 

+ - 


[(p-a) 2 (p-b) 2 J 2 L(p-b) 2 (p-c) 2 J 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


2 L(P-c) J (P-a) 3 
1 


(p-a)(p-b) (p-b)(p-c) (p-c)(p-a) 

_ (p-a) + (p-b) + (p-c) __p^ 


(p-a)(p-bXp-c) (p-a)(p-b)(p-c) 


__P__ P 

p(p-a)(p-bXp-c) S 2 


1 


Y , dpem. 


Dáu dáng thúrc xáy ra khi AABC déu. 
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V IIUWU^ I, Iifin X\r luvmi; Lig». 


b. Su dung các cóng thúc: 


abe 

S =- = pr 

4R 


tu dó, suy ra: 
1 

4rR 


1 


4 S abe 
p'4S 


D abe % S 

R =- va r = — 

4S p 


p a + b + c 
abe 2 abc 


Vay, bát dáng thúc cán chúng minh tuemg duang vói: 


1 


1 


1 


a + b + c 


a 2 +bc b 2 +ca c 2 +ab 2 abc 
Su dung bát dáng thúc Cósi, ta có nhán xét: 


1 


1 


1 


1 


a 2 + bc 2 Va I bc 2 a>/bc 2 abc 


VS á 2 (b + C) 


2 abc 


b + c 
4abc 


b 2 +ca 


1 


c + a 
4abc 
a + b 


c 2 + ab 4abc 

Cóng theo vé các bát dáng thúc trén, ta duoc: 


1 


1 


1 


2 (a + b + c) a + b + c 


4abc 


a 2 + be b 2 + ca c 2 + ab 

Dáu dáng thúc xáy ra khi AABC déu. 

Bái táp 21. 

a. Sú dung các cóng thúc: 

S = pr = — a.h, = — b.h h = -c.h, 

mé m0 M 

tír dó, suy ra: 

S u 2S . 2S . 2S 
r • h, , h h , h t 
p a b c 

Váy, bát dáng thúc cán chúng minh tuemg duemg vói: 


2 abe 


, dpem. 


2S 2S 2S 9S , . A1 1 l 

— + — + — > — o (a + b+c) -+—+ - 
a b c p va b cj 

Dáu dáng thúc xáy ra khi AABC déu. 

b. Sú dung các cóng thúc: 

c abe 1 . 1 . . 1 . 

- = — a.h, = — D.n h = — c.ri. 

4R 2 2 2 

tir dó, suy ra: 

0 abe . 2S . 2S . 2S 

R= «' h - = T' hfc= T' tk = T- 


>9 - luón dúng tieo Cósi. 
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Váy, bát dáng thúrc cán chúmg minh tirang ducmg vái: 

a b c 2 4S 

2S 2S 2S 3abc 4 rr rz 

a b c 8 S 

Sir dung bát dáng thúrc Cósi, ta có 

2S 2S 2S 3abc . , f2S~^S^S~3¡bí 


¿s ¿z Jaoc . ízo ¿s Jane A .rz rr 

— + — + — +-> 4ái —. —. —.- = 4V3 . VS , dpcm. 

a b c 8 S V a b c 8 S 


Dáu d.ing thúrc xáy ra khi AABC déu. 
c), d) Ban dpi • tu gidi. 

Bai táp 22. Ban cioc tu gidi. 

Bái táp 23. 

a. Ta có: 

pS = p. Vp(p - a)(p- b)(p - c) = VPÍP-a) Vp'P“ b ) Vp<P _ c ) 
Trong dó báng viéc su dung bát dáng thúrc Bunhiacdxki ta có: 


'p(p-a) = 


f (b + c ) 2 -a 2 ¡ (I + l)(b 2 + c 2 )-a : 

4 ' V 4 


12 b 2 + 2 c 2 -a 2 


= = 


\P(P “ b) ^ m b , 

Vp(p~ c > 

Nhán theo vé' các bát dáng thúrc trén ta duoc: 

pS <, m..m b .m t , dpcm. 

Dáu dáng thúrc xáy ra khi AABC déu. 

b. Sir dung bát dáng thúrc Cósi ta có nhán xét ráng: 

a.m, = — aV2b 2 + 2c 2 -a 2 = —~ >/(3a 2 )(2b 2 +2c 2 -a 2 ) 
2 2V3 


< —(3a 2 + 2b 2 + 2c 2 - a 2 ) = —— (a 2 + b 2 + c 2 ) 
4V3 2V3 


1 ^ 2V3 a 

<-> —— ^- o — 

a.m. a 2 + b 2 + c 2 m. 


2 a 2 >/3 
a 2 + b 2 + c 1 


~ , b ^ 2 b 2 S c ' 2c 2 V3 

Tucrng tu ta cung co — £ ——— - 7 , — £ -r—-r- 7 . 

m b a +b +c m c a +b +c 

Cóng theo vé các bát dáng thúrc trén, ta dupc: 

-5- + -t- + JL a 2S f + ^\ c ^.=2S .dpcm. 

m a m b m c a +b +c 

Dáu dáng thúrc xáy ra khi AABC déu. 

c. Hu&tig dan: Su dung djnh lí hám só cotg. 
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Chtfoni: 1: Hám *6 Ivann eiifc 


Bái táp 24. 

a. Hifcmg don: Str dung các ké't quá: 

■ (m. + m h - m c )(m, - m h + m t )(~m 4 + m h + mj<m 1 .m l ,.nv 
• Bát dáng thúrc Cósi. 

o 

■ sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C < —. 

4 

Chú y. Ban doc hay chúng miuu k¿í quá tóng quát: 

1 1 . 1 , 2 V 

—-—— +-+-> 3 — 

(m, + m„ -m c y (m.-m.+mj" (m i -m b -m 4 ) n ,3R; 

b. Hircm% don: SCr dung các ké't quá: 

ABC 

■ eos A + cosB + cosC = 1 + 4sin — .sin — .sin —. 

2 2 2 

. n . A . B . C 

■ r = 4R.sin — .sin—.sin—. 

2 2 2 

■ Tính chát canh cúa tam giác lá "Tóng hai canh lem hem canh cdn lo i" 
Dé th'Jc hién ban .loe cán xét ha irirdng hop lá AABC nhon va AABC tu. 

c. Ta di chúrng minh: 

b 2 + c 2 . . b c _ . _ 

m ^-<=> 2m, £ b. — + c. — = b.smB + c.sinC 

4R 2R 2R 

o4m 2 £ (b.sinB + c.sinC ) 2 o 2 b 2 + 2c 2 - a 2 > (b.sinB + c.snC ) 2 

o b 2 + c 2 + 2bc.cosA £ b 2 .sin 2 B + c 2 .sin 2 C + 2bc.sinB.sinC 
o b 2 .cos 2 B + c 2 .cos 2 C - 2bc.cos(B + C) - 2bc.sinB.sinC > 0 
<=> b 2 .cos 2 B + c 2 .cos 5 C - 2bc.cosB.cosC £ O 
o (b.cosB + c.cosC ) 2 £ O, luón dung. 

Váy, ta có các bát dáng thúrc: 

b 2 + c 2 a 2 + c‘ 

m, £-, m h >-, rn £ 

4R 4R 4R 

Cóng theo \6 các bát dáng thúrc trén, ta duoc: 

._ 2 (a 2 +b 2 + c 2 ) _ a 2 + b 2 +c 2 . 

m. + m h + m.. ¿- =-, dpem. 

4R 2R ^ 

Dáu dáng thúrc xáy ra khi AABC déu. 

Bái táp 25. 

a. Su dung ké't quá trong bái 7 cáu a), ta có: 

i.=^J he 

b + c V be 
l h £ Jp{p-b), 

l <. Vp(P-c) • 


2 • - 2 a 2 + b 2 




b + c 


b + c 
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CAng theo vé các bát dáng thúc trén, ta dirpc: 

1. ♦ 1* + l£ >/p(P ~ a ) + VP(P“ b ) + VP(P~ C > 


= >/p ( >/p — a + >/p _ b + Vp _c ) 

>/p (^(l + l + l)[(p-a) + (p-b) + (p-c) ) = p\Í3 


Bunhwcoxpki 

< 


V3 

o 1 , + l h + l t < — (a + b + c), dpcm. 

Dáu dáng thúc xáy ra khi. AABC déu. 
b. Ta có: 

ab __ ab _ a + b _ 2R(s¡n A + sin B) 

77 ~~ 


2 ab. eos 


a + b 


„ C 
2 eos — 
2 


2 eos — 
2 


. A + B A - B 

2 Rsin-.eos- . n 

-■*— ^2_ =2Rcos Azl< 2R . 


C 

eos — 
2 


TtfOng tir ta cüng có: 


— ^2R vá — <2R. 


I. 


I. 


Cóng theo vé' các bát dáng thúrc trén, ta dirpe: 

ab be ca , n . 

— + — + — £ 6 R, dpcm. 

1. i. K • 

Dáu dáng thúc xáy ra khi AABC déu. 

Bái táp 26. Ban doc tir vé hlnh. 

a. Sú dung cóng thúc hinh chié'u va tính chát cosa<l. 

b. Goi G la trong tám AABC, khi dó: 

GA + GB + GC = 0, 

MA 2 = (MA ) 2 = (MG + GA ) 2 = MG 2 + GA 2 + 2MG.GA 
MB 2 = ( MB ) 2 = ( MG + GB ) 2 = MG 2 + GB 2 + 2 MG . GB 

MC 2 = (MC ) 2 = (MG + GC ) 2 = MG 2 + GC 2 + 2 MG . GC 

=>MA 2 + MB?+MC*=3MC?+(GA 2 +GBt 2 +GC ! )+2MG (GA + GB + GC ) 

^GA 2 + GB 2 + GC 2 = -(mj + mi + m 2 ) = 

9 h 1 3 


> f a + b + c V _ 4p 2 

l 3 J 

Dáu dáng thúc xáy ra khi AABC déu. 


^ 4S . 

£ — j =, dpcm. 

9 S 
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Chmmu 1: Hain so lifttnn niác 


c. Di chúmg minh 
PR 


MA = 


;> MP. + MR. 

sin A 


sin A sin A 

Tucmg tu cho MB va MC. 

. Bái táp 27. Ban doc tu ve hinh. 

3áng viéc xét hai tam giác dóng dang ta nhán duoc: 
AA, 


suy ra: 


AA 


AA, 

AA, 


2 be C6si 1 

- r (l+cosA) < — (1+cosA) 

(b + c ) 2 2 


BB, 

BB, 


CC, 

CC, 


3 1 

<: — + — (cosA + cosB + cosC). 


Su dung bát dáng thúrc cosA + cosB + cosC < — suy ra: 


AA, BB, 
' + 1 


CC. 3 13 9 

-- < — + —= —, dpem. 

2 2 2 4 


aa 2 bb 2 cc 2 

Dáu dáng thúrc xáy ra khi AABC déu. 

Bái táp 28. Ban doc tu vé hinh va su dung hudng dán sau: 
a. Su dung các két quá: 

, ' . A . B . C 

■ r = 4Rsin—.sm—.sin —. 

2 2 2 

■ (x + y + z) 2 £3(xy + yz + zx). 

A . B . C ^ 3 

■ sin— + sin— + sm— <, —. 

2-2 22 


b. Báng viéc chúmg minh AA 2 = 2R.cos 


B-C 


tir dó thiét láp biei thúc 


ABC 3^3 

AA 2 .BB 2 .CC 3 , rói str dung két quá eos— + eos — + eos— <- 

2 2 2 2 


Bái táp 29. Hi/cmg Jan: 

a. Tham kháo cách chúmg minh sinA + sinB + sinC £ 
b), c) Tham kháo cách chúmg minh bát dáng thúrc: 


3V3 


cos2A + cos2B + cos2C £ —. 

2 

Cu thé, bién dói tuong duemg bát dáng thúrc (*) nhu sau: 

3 

cos2A + 2cos(B + C).cos(B - C) > - — 

3 

o 2 cos 2 A - 1 - 2cosA.cos(B - C) > — 

2 

o 4cos 2 A - 4cosA.cos(B - C) + 1 2 : 0, 
o [2cosA - cos(B - C )] 2 + 1 - cos 2 (B - C) £ 0, luón dúng. 


<*) 
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Bái tjip 30. Ban doc tu gidi. 

Bái táp 31. Ban doc tu gidi. 

Bái táp 32. 
a. Nhán xét ráng: 

VT = 2sin2(A + B).cos2(A - B) + sin4C 
= -2sin2C.cos2(A - B) + 2sin2C.cos2C 

= -2[cos2(A - B) - cos2C].sin2C - -2(cos(A - B) - cos2(A + B)].sin2C 
= -4cos2A.cos2B.sin2C 
Do dó, ta duoc: 

-4cos2A.cos2B.sin2C = 0 


sin 2A = 0 
sin 2B = 0 => 
sin 2C = 0 


A = í 
2 

B - — o AABC vuóng. 

2 


b Bien dói giá thié't vé dang: 

2sin( A + B).cos(A - B) = 2[cos(A - B) - cos(A + B)] 

sinC.cos(A - B) = cos(A - B) + cosC 

o (1 - sinC)cos(A - B) + cosC = 0 

t C • C 2 2 C . 2 C 

<=> (eos-sin — ) cos( A - B) + eos*-sin — = 0 

2 2 2 2 

c . c c c ce 

<=> (eos-sin — )[(cos-sin — )cos( A - B) + eos — + sin — ] = 0 

2 2 2 2 2 2 

C . C _ C C 7t C ti 

eos- sm-= 0 oig- = l=>~ = -o- = - 

2 2 2 2422 

<=> AABC vuóng tai C. 

c Sir dung bá't dáng thúrc Bunhiacópxki, ta có: 

VT = (3cosA + 4sinA) + ( 6 sinB + 8 cosB) 

= 5+10= 15. 


Bumhiacoxpki 
£ 


4 2 )(cos 2 A + sin 2 A) + y¡(6 2 + 8 2 )(sin 2 B + eos 2 B) 


Do dó (1 > xáy ra khi vá chi khi : 
eos A _ 3 
sin A 4 


. o j =cotgA = tgB = cotg(^-B)=>A + B= ^ aC= ^ 

sin B 6 4 2 2 2 


l eos B 8 

o AABC vuóng tai C. 
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m wn tt í ; n« m y . > ¡qwx ma v 


d. Bién dói giá thiét vé dang: 

eos 2 A + eos 2 B 2r > eos 2 A + eos 2 B 

-=-;-cotg 2 A = cotg B-r-— 7 -— 

sin 2 A + sin B sin A + sin B 

eos 2 A + eos 2 B eos 2 A eos 2 B eos 2 A + eos 2 B 




o 


sin 2 A + sin 2 B sin 2 A sin 2 B sin 2 A + sin 2 B 
sin 2 A eos 2 B-sin 2 Bcos 2 A sin 2 Acos 2 B-sin 2 Bcos' A 


sin 2 A sin 2 B 

c=> (sin 2 A - sin 2 B)sin(A + B).sin(A - B) = 0 


*in( 

O 

e. Ta có: 

cosA = 


sin A = sin B 


A = B <=> AABC cán tai C. 


sin( A - B) = 0 
b 2 +c 2 -a 2 (2R.sinB ) 2 +(2R.sinC ) 2 -(2R.sin A ) 2 


2bc 

sin 2 B + sin 2 C-sin 2 A 


2.2R.sinB.2R.sinC 


2 sin B. sin C 

o 2cosA.sinB.sinC = sin 2 B + sin 2 C - sin 2 A. 
Khi dó ta diroc: 


17 

sin 2 B + sin 2 C - sin 2 A + V3 (sinA + cosB + cosC) = — 

4 

o (sinA - — ) 2 + (cosB - — ) 2 + (cosC - — ) 2 = O 
2 2 2 


sinA = 


V5 


o < 


cosB = cosC = 


o A = — vá B = C = —. 

V3 .3 6 


Bái iáp 33. 

a. Su dung bát dáng thúrc Bunhiacóxki ta có: 

(Vsin A + Vsin B ) 2 < (l 2 + l 2 )(sinA + sinB) = 4sin ^ .eos ——— 

2 2 

= 4cos — .eos ——5 ^4c 0 s 
2 2 


<=> VsÍtTa + Vsin B < 2 


f*2~ 


Váy, giá thiét tuong dircmg vói: 

(Vsin A = VsinB 

=^A = B<=> AABC cán tai C. 


cos- 


= 1 


Ban doc tu chúng minh cho phán mó róng. 


124 


nj | n 



2 


Sú dung bát dáng thúc Cósi ta có: 
1 1 2 


sin A sinB Vsin A. sin B 

2 

* [cos( A - B) + cosC] 

2 


-[cos(A - B) - cos(A + B)] 
2 


-(1 + cosC) 
2 


eos 


>C C 
2 _ eos — 


A = Bo AABC cán tai C. 


Váy, giá thiét tuong dirong vói: 
í sin A =sin B 
[cos(A - B) = 1 

Ban doc tu chúng minh cho phán mó róng. 

Bái táp 34. 

a. Truóc hét chúng ta di chúmg minh bó dé: 

Bo dé : Vói AABC có các góc A, B nlion thi tgA + tgB > 2tg 


A + B 


Thát váy: 
tgA + tgB = 


sin(A + B) 


sin(A + B) 


2sin(A + B) 


cosA.cosB l r /A n . iK D .< cos(A + B) + 1 
- [cos(A + B) + cos(A - B)] 

2 

„ A + B 

£ 2 tg——, dpem. 

tm 

Dáu dáng thúc xáy ra khi A = B. 

Khi dó, súdung bát dáng thúc Bunhiacóxki ta có: 

tg 7 A + tg 2 B = i(l ? + l 2 )(tg 2 A + tg 2 B) > ^(tgA + tgB ) 2 


*1 

2 


2 tg 


A + B 


L. 


~ 2 tg 2 


A + B 


Váy, giá thiét tuemg duang vói: 

A - B 

< =>A = Bo AABC cán tai C. 

tgA = tgB 

Ban doc tu chúng minh cho phán mó róng. 
b. Bon doc tu gidi. 

Rái táp 35. 

a. Bien dói giá thiét vé dang: 

2 B a -c l., 1 c d c 

sin — =- <=>—(!- cosB) =-o cosB = — 

2 2a 2 2 2a a 

<=> cosB = o 2sinA.cosB = 2sinC 

2R.sin A 

<=> sin(A + B) + sin(A - B) = 2sinC o sinC + sin(A - B) = 2sinC 
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Ctiuumi 1: Ham srt lutrnn L'iác 


<=> sin(A - B) = sinC <=> 


A - B = C 
A - B = ti -C 


<=> 


A = B + C 
A - B + C = 7t loii 


<=> A = — <=> A ABC vuóng tai^A. 


b. Su dung két quá da dupc chúmg minh ó bái táp 10 cáu b) la: 

. D . A . B . C 

r = 4Rsm— sin— sin—. 

2 2 2 

Ta bién dói giá thiét ve dang: 

1 - 2sin 2 — + 2sin — = — + 1 
2 2 R 

- . 2 A - . A A.B.C 

o 2sin-2sin— + 4sin— sin—sin— =0 

2 2 2 2 2 


*\ 

un — 90 
2 


A _ . B . C 

o sin— + 2sin —sin — 
2 2 2 


A B-C 

o sin— + eos-eos — 

2 2 2 


- 1=0 
B + C 


- 1=0 


R — C 1 

<=> eos —:-= 1 => B = C <=> AABC cán tai A. 

2 

c. Bién dói giá thiét vé dang: 

2R.sinA = 4R.sinB.cosC <=> sinA = sin(B + C) + sin(B - C) 

o sin(B -C) = 0=>B=Co AABC cán tai A. 

Bái táp 36. 

a. Bién dói giá thiét vé dang: 

a.h, = a<y/p(p - a) <=> 2S = a ^p(p-a) 


o 27 p(p-a)(p-b)(p-c) =a«y/p(p-a) o 2<y/(p-b)(p-c) = a 

o (a - b + c)(a + b - c) = a 2 o a 2 - (b - c) 2 = a 2 <=> b = c 
<=> AABC eSn tai A. 
b. Bién dói giá thiét vé dang: 

a Vbc .eos — = ah = 2S = bc.sinA = 2bc.sin — .eos — 

2 2 2 

<=> a = 2 yfbc .sin — <=> a 2 = 4bc.sin 2 — o R 2 .sin 2 A = 4R 2 .sinB.sinCsinr — 
2 2 2 

i A 1 

<=> eos 2 — = — [cos(B - C) - cos(B + C)] o 1 + cosA = cos(A - B) v c.osA 
2 2 

<=> cos(A -B)=loB = Co AABC can tai A. 
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Bái táp 37. 

a. Bien dói giá thiét vé dang: 

— ab.sinC = — (a 2 + b 2 ) <=> a 2 + b 2 - 2ab.sinC = O c=> (a - b) + 2ab( 1 - sinC) = O 
2 4 


<=> < 


a = b 
sinC = 1 


a = b 

<=> < <=> AABC vuóng cán tai C. 

C= 2 


b. Bien dói giá thiét vé dang: 

a + b + c = 2(l + V2)Ro sinA + sinB + sinC = 1 + >¡2 . 

Jói dáy ban doc larri tiép vói két luán AABC vuóng cán. 

Bái táp 38. AABC déu. 

Bái táp 39. Xác dinh dang cúa AABC biet: 

sin B + sinC = 2 sin A 
a < B C 2 
. g 2 +,S 2 = V3 

Vói giá thiét thúr nhát, ta dirpc: 

„ . B + C B-C . . A A 

2sin-.eos-= 4sin — .eos — 

2 2 2 2 

B-C . A „ B + C 

o eos- = 2sin— = 2cos- 

2 2 2 

B C . B . C B C . B . C 

<=> eos — .eos — + sin — .sin — = 2(cos — .eos-sin — .sin — ) 

2 2 22 2 2 22 

B C 1 

<=> tg — .tg — = -. 

2 2 3 

Vói giá thiét thúr hai su dung bát dáng thúrc Cósi, ta duoc: 

2 B C I B C 2 

Tr tg 2 +lS 2* 2 Í g l' S l = T3- 

Váy, hé cúa giá thiét tuemg duong vói: 


B C 

l8 I = t8 2 

B C 2 

tg r tg rv5 


o < 


B = C ÍB = C 

B 1 <=> j B n 

l2 = 6 


oB = C=-«A = B = C= - AABC déu. 
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Chuom: 1: Ham sQ> Immi: dác 


b. Sir dung dinh lí hám so sin bien dói giá thiét vé dang: 

abe a + b + c , , w . , x , yAX 

- =- <=> (a + b + c)(ab + be + ca) = 9abc (*) 

ab + be + ca 9 

Mát khác, sir dung bá't dáng thúrc Cósi, ta diroc: 

(a + b + c)(ab + he + ca) £ 3Vabc . 3Va 2 b 2 c^ = 9abc. 

Do dó (*) tuang dirong vói; 
a = b = c 
ab = be'- ca 

c. Nhán xét ráng: 


oa = b = co A ABC déu. 


1 1 - eos X 

- cotgx = 


2sin 2 — 


sinx 


stnx 


2 . « í» 

sin —.eos — 

2 2 


x 

x =tg i- 


Tir dó ta chuyén diroe giá thiét vé dang: 

A B C rr 
— + te— + tg — = V3 . 


tg 


2 2 2 

Slt dung bát dáng thúrc ca bán 11 ta có: 

tgy +tgy +tgy * &• 

Do dó (*) tuang duong vói dá'u "=" xáy ra o AABC déu. 
AABC déu. 


(*) 
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CHÜÜNG II 

PllliOIMG TRIftlI XA HÉ PHlíONCi TRIIMH 

LlTOlMG GIÁC 

CHÚ DÉ 1 

PHÜÜNG TRÍNH LÜONG GIÁC CO BAN 

I. TÓM TÁT LY THUYÉT 

Dinh nghia: Phifcmg trinh Ufcmg giác la plnfcmg trinh chita mñf hay nhieu 
hám so hfomg giác cua mor un. 

II. BÓN l)ANG PHÜONG TRINH LÜCJNG GIÁC CO BÁN VA BÁI TAP 


Bái toan 1: Giii va bien luán phuang trinh: 


sinx = m 


PHLfCJNG PHÁP CHUNG 


la bién luAr theo các buóc sau: 


Birirc / Né'u | m | >1 phirang trinh vó nghiém. 

Birác 2. Neu I m | <1, xét hai khá náng: 

Kha náng i \ Né'u m dirac biéu dién qua sin cüa góc dác biét, giá 
sir a, khi dó phirong trinh có dang : 

fx = a + 2krc _ 

sinx = sina o , k e Z. 

x = n - a + 2kn 

Khá náng 2: Neu m khóng biéu dién dirac qua sin cúa góc dác 
. biét, khi dó dát m = sina, ta dirac. 

rx = a + 2k7t , _ 

sinx = sina o ,ke¿. 

x = ti - a + 2kn 

Trong cá hai trircmg hop ta déu ké't luán phirong trinh có hai ho nghiém. 
Dác biét 

■ sinx = 0 o x = kx k e Z. 

■ sinx = 1 o x = — + 2k7t, k e Z. 

2 

• sinx = - 1 o x = - — + 2kx, k e Z. 

2 
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Bái toan 2: Giái va bién luán phuong trinh 


PHUONG PHÁP CHUNG 

Ta bien luán theo các buóc sau: 

Bifóc l. Né'u I m i > 1 phuong trinh vó nghiém. 

Bkóc 2. Né'u i m I S 1, xét hai truóng hcrp: 

Kha ndng /: Néu m duoc bié’u dién qua eos cua góc de bict, 

giá sír a, khi dó phuong trinh có dang : 

x = a+2kn , _ 

cosx = cosa <^> , k e L 

x = -a + 2kit 

Klui rning 2: Né'u m khdng bié’u dién duoc qua eos cúa^óc d¿\c 

biét, khi dó dát m = cosa, ta duoc 

x = a + 2k;r , _ 

cosx = cosa o , k e L 

x = -a + 2kx 

Trong cá hai truóng hop ta déu két luán phirang trinh có hai ho ngiém. 
Dác biét 


cosx 


cosx 


cosx 


Bái toan 3: Giái va bién luán phuong trinh: 
tgx = m. 



PHUONG PHÁP CHUNG 

la bien luán theo các buóc sau: 

Dát diéu kién: 


cosx * 0 o x -a 


— + ktt, k e 

2 


Z 


Xét hai khá náng: 

Klui náng I : Né'u m duoc biéu dién qua tg cua góc dác biét, giiá ú a, khi 
dó phuctng trinh có dang: 

tgx = tga o x = a + ktt, k € Z. 

Klui rning 2: Néu m khóng biéu dién duoc qua tg cua góc dác bit, khi dó 
dát m = tga, ta duoc 

tgx = tga o x = a + k n, k e Z. 

Trong cá hai truóng hop ta déu ké't luán phuong trinh có mót ho qhiém. 


Nhán xét. Nhu váy vói moi giá trj cua tham só m phuctng trinh tg x m luón 
có nghiém. ' , 
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Bai toan 4: Giái va bién luán phucmg trinh: 
cotgx = m. 

PHl/ONG PHÁP CHUNG 
Ta bién luán theo các buóc sau: 

Dát diéu kién: 

sinx * 0 <=> x * krc, k e Z. 

Xét hai khá náng: 

Klut nana 1: Né'u m dupc biéu dién qua cotg cua góc dác biét, giá su a, khi 
dó phucmg trinh có dang : 

cotgx = cotga o x = a + kn, k g Z. 

Kltá náng 2: Néu m khóng biéu dién dupc qua cotg cua góc dác biét, khi 
dó dát m = cotga, ta dupc 

cotgx = cotga o x = a + kit, k g Z. 

Trong cá hai truómg hpp ta déu ké't luán phucmg trinh có mót ho nghiém. 
Nhán xét: Nhu váy vói moi giá tri cua tham só phucmg trinh luón có nghiém. 

Bái toan 5: Bien luán theo m só nghiém thuóc (a, P) cua phucmg trinh 
lucrng giác co bán. 

PHLfONG PHÁP CHUNG 

(¡iá su vói phucmg trinh: 

sinx = m. 

Ta lúa chon mót trong hai cách sau: 

Cách l: Thuc hién theo các buóc sau: 

n 

% a. Biéu dién (a, P) trén ducmg trón don vi ihánh cung AB 

b. Tinh tié'n duóng tháng m song song vói truc cosin, khi dó 

r\ 

só' giao diém cua nó vói cung AB báng só nghiém thuóc 
(a, p) cua phucmg trinh. 



Cách 2: Thuc hién theo các buóc sau: 

Buóc 1. Ve dó thi hám só y = sinx. lá'y trén (a, p). 

Bifác 2. Tinh tié'n ducmg tháng y = m song song vói truc Ox, khi 
dó só giao diém cua nó vói phán dó thi hám só y = sinx 
báng só nghiém thuóc (a, P) cita phucmg trinh. 
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Chuitni: II: Phunnu irinh v« hé phtfifnt: thnh Imtnt: uiác 


Chú y: Phuang pháp tren duac md róng tu nhién cho: 

1. Phuang trinh cosx = m, vói luu y khi sú dung cách 1 ta tinh tién duóng 
tháng m song song veri truc sin. 

2. Vói các phudng trinh tgx = m va cotgx = m ta chi có thé su dung cách 2. 

BAI TAP TI/ LUAN VA TRAC NGHIÉM 
Bái táp 1 : Giái các phuang trinh sau: 
a. sin(ncos2x) = I. 

□ x = ln, 1 € Z. □ x = 7t + 21 ti, 1 e Z. 


□ x = — + ln, l € Z. 

2 

b. cos(ncos3x) = 1. 

n h . _ 

□ x = — + —, 1 fe Z. 

8 4 

71 ln , „ 

□ x = — + —, IgZ. 

6 3 

c. cos(nsinx) = 1. 

□ x = ln, 1 e Z. 

□ x = — + ln, 1 € Z. 

2 

Bái táp 2: Giái các phuang trinh sau: 


n 


□ x = ± — + ln, 1 6 Z. 
6 


n Irc . 

□ x = — + —, 1 e Z. 
4 2 


□ x = — + ln, 1 € Z. 
2 


□ x = n + 2ln, I e Z. 


□ x = — + ln, 1 e Z. 
4 


a. sin— = cos(nx). 

x 

b. cos[ — cos(x - —)] = —. 

2 4 2 

Bái táp 3: Giái các phuang trinh sau: 

a. tg[ — (cosx - sinx)] = 1. 

4 

□ x = 21n va x = — + 21n, 1 g Z. 

2 

□ x= — +lnváx = n + 21n, 1 g Z. 

2 


□ x = ±— + ln, 1 g Z. ' 

4 

□ x = — + 21n vá x = - + 21n, 1 g Z. 

2 6 
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b. cotgí — (cosx + sinx)] = 1. 

4 

j x = 2\n vá x = — + 21n, 1 g Z. 

2 

j x = 21ti va x = — + 21 n, 1 g Z. 

2 

j x = — + ln, 1 e Z. 

2 

3tc v ti 

□ x = — + 21rc va x = — + 2l7t, 1 e Z. 

2 4 

Bái táp 4: Tim các nghiém nguyén cua phirong trinh: 

cosí — (3x - y¡9x 2 + 16()x + 800 )] = 1. 
8 


ü x = -9 va .. = 0. 

□ x =-7 vá x =-31. 
Bái táp 5: Giái phirctng trinh: 


□ x = -7 vá x = -9. 

□ x = 0 vá x = -31. 


V-x* +3x 4 -2 .sin(7C(16x 2 + 2x)] = 0. 
Bái táp 6: Giai vá bien luán phirong trinh: 


sin 2 x + a 2 -2 


1 — tg 2 x cos2x 

Bái táp 7; Giái vá bién luán các phircrng trinh sau: 

a. cos(x + a) + cos(x - a) = 2 cosa. c. (m+l)sin2x+l - rrr = 0. 

b. sin(x + a) + cos(x-a)= 1+sina. d. (m + 2)tg2x - Víñ = 0. 

Bái táp 8: Bien luán theo m só' nghiem cúa phuong trinh 

. n 4n . 

a. sinx = m, vai x e-, — ]. 

4 3 

b. sin(2x - —) = m, veri x g [ - —, ]. 

4 * 24 8 

. TI V •• r 5lt i i 

c. cos(x - -)-* m, vói x g [ —, — ]. 

3 6 6 

\ 

d. cotg(x - —) = m, vói x € ( - —, Tt). 

4 4 

III. HLÍÓNG DAN - GIÁI - DÁP SÓ 

Bái táp 1. 

a. Ta bió'n dói: 

sin(írcos2x) = 1 o 7tcos2x ~ ~ + 2kic o cos2x = ^ + 2k, k g Z. (1) 
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Qu/imn H: Phi/ttng Irinh va ht phmtnu Irinh lu>nui i^iac 


Phucmg trinh (1) có nghiém khi vá ch¡ khi: 

, i , 3 l kíZ 

— + 2 k < 1 <=> - — < k < — o k - 0 . 

2 44 

Khi dó (1) có dang: 

cos2x = — <=> 2x = ± — + 21n o x = ± — + !x t 1 e Z. 

2 3 6 

Váy, phiídng irinh có hai ho nghiém. 

b. Ta bié'n dói: 

cos( 7 icos 3 x) = 1 o ncos3x = 2kn <^> cos3x = 2k, k e Z. 
Phirong trinh (2) có nghiém khi vá chí khi: 

II 1 1 keZ 

2 k <lo--<k< - o k = 0 . 

2 2 

Khi dó (2) có dang: 

« A - 11 . 71 ITT r _ 

cos3x = 0 o 3x = — + l 7 t <=> x = — + — ,1 e Z. 

2 6 3 

Váy, phircmg trinh có mót ho nghiém. 

c. Ta bien dói: 

cos(Ttsinx) = 1 o Trsinx = 2krc <=> sinx = 2k, k e Z. 
Phircmg trinh ( 1 ) có nghiém khi vá chi khi: 

ii 1 1 keZ 

I 2 k ^ 1 <=> — < k < — cx> k = 0 . 

*2 2 

Khi dó ( 1 ) có dang: 

sinx = 0 <=> x = 1 k, 1 e Z. 

Váy, phifcmg trinh có mót ho nghiém. 

Bái táp 2. 

a. Diéu kién x * 0. 

Ta có: 

sin— = cos(tix) o sin— = sin(— - rcx) 
x x 2 


n 7T 

— = —ti x + 2kn 
x 2 

71 71 

— =— + 7lX + 2k7t 
x 2 


2x 2 *-(4k + l)x + 2 = 0 (1) 
2x 2 +(4k + l)x-2 = 0 (2) 


Giai (1) : Dé’ có nghiém diéu kién lá: 

A,,,>0(4k + l) 2 - 16 >0 o 16k 2 + 8k - 15^0 

k£ 1 

k á -2 ’ 

4k +1 ± V 16k 2 + 8k -15 


k 2 3/4 keZ 
o 

k £ -5/4 


Khi dó (1) có nghiém x, 2 = 


( 2 ) 


( 1 ) 
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Gifíi (2) : Dé có nghiém diéu kién la: 
A ( :^0<=>(4k+ 1) 2 + 16 £ O, Vk. 

~ ' ua -4k-l±Vl6k 2 + 8k +15 

Do do (2) co nghiém x V4 = - 


b. Phircmg trính tifdng difnmg vói: 


n . ti n 

- cos(x —) = — + 2krt 

2 4 4 

rt , 7r n 

— cos(x-) --+ 2kn 

2 4 4 


<=> 


cos(x---) = — +4k 1) 
4 2 

cos(x — + 4k (2) 

4 2 


, k e Z. 


Phircrng trinh (1) có nghiém khi va chi khi: 

1 i 3 | keZ 

— + 4k < l o-- <k< - o k = 0. 

2 8 8 


Khi dó (1) có dang: 


cos(x-— )=— O 
4 2 


7T 7t 

x-« — + 2ln 

4 3 


O 


ti 


+ 21n 


7n 

x = — + 2bt 
12 

x = - —+ 2k 
12 


leZ. 


(3) 


4 3 

Phuong trinh (2) có nghiém khi \h chi khi: 

1 i 13 

-- +4k <¡ 1 co- 1 <k < - o k = 0. 

2 8 8 


Khi dó (2) có dang: 


/ n. 1 

cos(x-) = — <=> 

4 2 


n 2 n 

x — = — + 21 tt 
4 3 

n 2n 

4 3 


O 


1 ln 

x =-+ 21x 

12 

5ti 

X =-+ 2171 

12 


, leZ.(4) 


Két hop (3) va (4), ta di/pc: 
11>L 


x =-*+ Itc 

12 

771 

x = — + Itu 

12 


, leZ. 


V.1y, phirong trinh có hai ho nghiém. 

Bái táp 3. Giái các phircmg trinh sau: 
a. Diéu kién: 

cos[ — (cosx - sinx)] * 0. 

4 

Phircrng trinh tircmg ducmg vói: 


(*) 


— (cosx - sinx) = — + k7t o rosx - sinx = 1 + 4k, k € Z. (1) 
4 4 
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Ouf>mu II: Phunni; innh v;i h¿ phifnni; innh lif<tnn eiác 


Phirang trinh (1) có nghiém khi váchi khi: 

I 1 + 4k I S Jl <=> - < k £ e> k = 0. 

4 4 

Khi dó (1) có dang: 


V2 


cosx - sinx = 1 o y¡2 sin(x - —) = - 1 <=> sin(x - — ) = - — 

4 4 2 


O 


* n n 

4 4 

7t . 5 tt 

X-=-+ 2171 

4 4 


<=> 


X = 2171 

3it 

x = — + 21 tt 
2 


,1 € Z thoa man (*). 


Vdy, phirong trinh có hai ho nghicm. 
b. Oiéu kién: 

sin[ — (cosx + sinx)] * 0. 

4 

Phircmg trinh tirang dircrng vái: 

— (cosx + sinx) = — + k?r cosx + sinx = 1 + 4k, k c- Z. 
4 4 

Phircmg trinh (1) có nghiém khi vá chi khi: 

i r~ -Jl + \ V2-I keZ 

I + 4k I < V2 <=> - 2íj£_rl < k < ^L±—L «, k = 0. 


(**> 


( 2 ) 


Khi dó (2) có dang: 


>Í2 


c«sx + sinx = 1 o Jl sin(x + -)=lo sin(x + —) = —- 

4 4 2 


7t n 

x + — = — + 21 tt 
4 4 

71 371 

X + — =- 4- 2 Itt 

4 4 


<=> 


x — 2 Irr 

■¡i , I 6 Z thoá man (**). 

X = — + 217T 
2 


Váy, phirong trinh có hai ho nghiém. 

Bái táp 4. Bién dói tirr'ng duong phnong trinh vé dang: 

— (3x - V^x^+TóOx + SOO ) = 2k7t <^> >A)x 2 4-160x4-800 = 3x - 16k 
8 


<=> < 


3x - 16k > 0 


9x : + 160x + 800 = (3x - 16k) 2 
í 8k 2 - 25 16k 


<=* < 


16k _ 

x >-, k e Z 


(3k + 5)x = 8k : - 25 




3k + 5 3 

8k 2 -25 


k€Z 


<=> < 


k < keZ 
3 


x - 


3k 4 - 5 


9x - 24k - 40 


25 


3k + 5 


(I) 


- ( 2 ) 
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Muó’n x nguyén th'i triróc het tír (2) ta phái có: 

3k + 5 = -1 


e 7, <=> 3k + 5 la iróc cúa 25 o 


3k + 5 


keZ 

3k + 5 = -5 o 
3k + 5 = -25 


k = -2 
k = -10 


• Vói k = -2. la diroc x = -7. 

■ V<Vi k = -10, ta diroc x = -31. 

Váy, phifong trinh có hai nghiém nguyén x = -7 va x = -31. 
Bái táp 5. Bien dói tirong dirctng phi/ctng trinh vé d¿ing: 

- x K + 3x 4 -2 = 0 (1) 

-x* + 3x 4 -2>0 (2). 

< 

sin[7r(16x +2x)] = 0 (3) 

Giái (1) bang cách dát t = x 4 , diéu kién t > 0, ta ducfc: 


— 

t = 1 

x 4 = 1 

0 

0 

t = 2 

_x 4 =2 


(1) ot 2 -3t + 2 = 0o 
Giái (2), dirá váo loi giái cúa (1) ta diroc: 

(2) o 1 <t<2o 1 <x 4 <2o 1 < jx| < V2 o 


x = ±1 
x = ±\¡2 


-\Í2<x<-\ 

1 < x < ÍÍ2 


■ Giái (3). ta có: 

(3) o 7t(16x 2 + 2x) = ktt o 16x 2 + 2x - k = 0 
Phircrng trinh (4) có nghiém khi 

i keZ 

A’ > 0 o 1 + 16k > 0 o k >-o k>0 

16 


(4) 


Khi dó (4) có nghém x, 2 = 


- 1 ± VI + 16k 


16 


Dé nghiém x, = — ^ t . ! 1 . Ifo . ( > 0) thoá man (2) diéu kién la 


16 


c < ili «. 17< ¿TTíiT < 1 + I 6 V 2 

16 


keZ 


o 18<k< 16>/2 +2^2 o k = {19,20,21,22,23,24,25}. 

■ Dé nghiém x 2 = —— ^ ( < 0) thoá man (2) diéu kién la 

16 


- i¡2 < ~ 1 ^ — 6 K < - 1 <=> 15 < Vi +16k < 16^2 - 1 
16 


keZ 


o 14 < k < \6yÍ2 -2^2 o k= {15, 16, 17, 18, 19,20}. 
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Váy phircmg trinh có các nghiém: 


x = [±{,±>¡2 }u(x = --■ * - ■ 16k lk= 19.25 Mx = ——————'Ik = 15.20) 


Bái táp 6. Diéu kién: 
cosx * 0 

- l-tg 2 x * 0 o 
cos2x * 0 


eos x * 0 


1 -tg"x * 0 ltgx*±l 


feosx * 0 
<=> 4 o 


x * — + kn 
2 

x * ± — + kn 
4 


, k 6 Z. 


Bién dói phircmg trinh vé dang: 


sin 2 x + a 2 - 2 


a 2 _ tg 2 x + (a 2 -2V1 + tg 2 x) 


1 — tg 2 x eos 2 x-sin 2 x 1 — tg 2 x 


1 -tg 2 x 


<=> (a J - l)tg 2 x = 2. (1) 

■ Vái a’ - 1 = 0 <=> a = ± 1, khi dó (1) vó nghiém 

■ Vái a 3 - 1 * 0 o a * ± 1, khi dó (1) có dang: 

Ig ¡ x = -2—. ' (2) 

a 2 -l 

Dé’ (2) có nghiém va thoa man diéu kién ta cán có: 

¡TT ^ 0 J'aM 

u 

a 2 -l 

Khi dó: 

(2) o tgx = ± tga o x = ± a + kn, k € Z. 

Két luán: 



■ Vái tal < 1 hoác a = ± >/3 . phucmg trinh vó nghiém. 

■ Vái ae( -co, -1)^(1, + oo) \ |±>/3 }, phircmg trinh có hai ho 

nghiém. 

Bái táp 7. Bun (toe tif ¡¡¡di. 

Bái táp 8. Bou doc ttfgiai. 
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CHÚ DÉ 2 

MÓT SÓ PHÜCJNG TRÍNH LlTONG G1ÁC THÜÓNG GÁP 

• I • 

I. PHIÍ0NG PHÁP GIÁI MÓT SÓ PHÜONG TRINH LU0NG GIÁC 
THUÓNG GÁP VA BÁI TÁP 


Bái toan 1: Phuong trinh bác hai dó'i vói mót hám so lircmg giác. 


PHÜÜNG PHÁP CHUNG 

Dai ham so lircmg giác lám án phu va dát diéu kién cho án phu néu có (thí du 
vói i = sinx hoác t = cosx, diéu kién 111 ^ J), rói giái phutmg trinh thco án phu 
náy va tú dó suy nguac lai nghiém x. 

BÁI TÁP TI/ LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 
Bái táp 1: Cho phucmg trinh: 

cos 2 x - (2m + I )cosx + m + 1 = 0. 

3 

a. Cíiái phucmg trinh vói m = — . 

J x = ±5 +2kn. k 6 Z. □ x = ±- + 2kn, k e Z. 

3 6 

u x = l— + 2kn, k g Z. □ Vó nghiém. 

4 

b. Tim m dé phucmg trinh có nghiém thuóc [y, ^ ]. 


□ m > 0. □ I m | ü 1. □ 0£m£l. □ -l^mSO. 

Bái táp 2: Cho phucmg trinh: 

5 - 4sin 2 x - 8cos 2 — = 3m. 


4 a 

a. Ciiai phucmg trinh vói m = - —. 

□ x = ±— + 2kit, k e Z. 

3 

□ x = ±— + 2krc, k g Z. 

3 


□ x = ±— + 2krc, k g Z. 

6 

□ x = ±— + krc, k g Z. 

4 


b. Tim m nguyén ducmg dé phucmg trinh có nghiém. 

□ m=-l,0,1. □ m=0,1,2. □ m= 1.2.3. □ m = 2,3.4. 

Bái táp 3: Cho phucmg trinh cos2x + 5sinx + m = 0. 
a. Giái phucmg trinh vói m = 2. 


□ x = — + 2kit, k e Z. 

3 

□ x = — + 2krc, k g Z. 

3 


□ x = — + 2kn, k g Z. 

2 

□ Vó nghiém. 
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b. Tim m dé phuong trlnh có nghiém. 

□ -4< m <6. □ -l^m^2. □ | m | ^ 2. □ 

Bái táp 4: Cho phuong trinh: 

4cos 2 x - 2(m - 1 )cosx - m = 0. 
a. Giái phuong trinh vói m = V3 . 

□ x = ±— + 2kn, x = ±— + 2krc, k e Z. 

6 3 

,* • 

□ x = ± — + 2k7i, x = ± — + 2kn, k e Z. 

6 3 

□ x = ±— + 2k;r, x = ±— + kfi, k e Z. 

3 4 


□ x = ±— +kn, x = ±— + 2k7t, k e Z. 

4 3 

b. Tim m dé phuong trinh có nghiém. 

□ m £ 2. □ 1 ^ m £ 4. □ m> y¡2>. 

Bái táp 5: Xác dinh m dé phuong trinh: 

mcos2x - 4(m - 2)cosx + 3(m - 2) = 0 

có dúng 2 nghiém thuóc (- —■, —). 

2 2 

□ 3 < m < 4. □ 1 < m < 2. □ m = 0. 


Bái táp 6: Giái va bien luán theo m phircmg trinh: 

(m - 1 )sin 2 x - 2(m + 1 )cosx + 2m -1=0. 

Bái táp 7: Giái va bien luán theo a, b phirong trinh: 

cosax + cos2bx - cos[(a + 2b)x] = 1. 

Bái táp 8: Bien luán so nghiém cua phuong trinh: 

cos 2 x + (1 - m)cosx + m- l= 0vói0<x<7t 
tuy theo các giá tri cua m. 


m ^ <. 


M<oi i. 


V¿> nhiém. 


Bái toan 2: Phuong trinh bác nhát dói vói sinx va cosx 

PHl/ONG PHÁP CHUNG 

Phuong trinh bác nhát dói vói sinx vá cosx có dang: 

asinx + bcosx = c. (1) 

Dé giái phuong trinh (1) ta có thé lúa chon mót trong các cách s.au 

Cách 1: Thuc hién theo các buóc: 

Buóc - Kiémtra: 

1. Né'u a 2 + b 2 < c 2 phuong trinh vó nghiém. 

2. Né'u a 2 + b 2 > c 2 , khi dó dé tim nghiém cua phuunjg tmh (1) 
ta thuc hién tié'p buóc 2. 


Buóc 2. Chia hai vé phuong trinh (1) cho Va 2 + b 2 , ta duoc: 
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V]< 




>- + < 


i, 2 +b 2 

a b 


) 2 = 1 nén ton tai góc P sao cho 


7 


+ b‘ 


l, 


a + b‘ 


Khi dó, phuong trinh (I) có dang: 
sinx.cosp + sinp.cosx = 


= sinP . 


o sin(x + P) = 


Va 2 + b 2 


VaW 

Dáy la phuong trinh co bán ciia ham so sin. 

Cách 2: Thuc hicn theo các buóc: 

Biíí'a 1 . Vói eos — = 0 <=> x = 7t + 2k7t, k g Z, kiém tra vao phuong trinh 

X x 

Buen 2. Vói eos — * 0 <=> x * n + 2kn, dát t = tg —, suy ra 


sinx = 


2t 


-- va cosx = 


l-t i 


l + t ¿ l + t 

Khi dó, phircmg trinh (1) có dang: 

2t 


a. 


l + r 


+ b. 


I -. 2 


i + r 


= c c=> (c + b)t’ - 2át + c - b = 0.(2) 


Birác .?. Giái phirong trinh (1) theo t. 

Cách 3: Vói nhirng yéu cáu bien luán tính chát nghiém cua phirong trinh 
trong (ex, p), ta có thé lira chon phuong pháp diéu kién cán va dú. 

Nhán xét quan trong: 

I. Gtch I thucrng dupc su dung vori các bái toan yéu cáu giái phuong 
trinh va tim diéu kién cua tham so dé phtrong trinh có nghiém, vó 
nghiém hoác giái va bién luán phuong trinh theo tham só\ 

. 2. Cách 2 thucrng dupc sur dung vói các bái toan yéu cáu giái phuong 
trinh va tim diéu kién cua tham só dé phuong trinh có nghiém thuóc 
táp D vói D <z [0, 2/ij. 

3. Gich 3 thuóng dupc sú dung vói các bái toan yéu cáu bién luán theo 
tham só dé phuong trinh k có nghiém thuóc táp D vói Dn[0, 2n\ * 0. 

4. Tur cách giái 1 ta có dupc két quá sau: 

- Va 2 + b 2 <, asinx + bcosx < Va 2 ^ + b 2 
két quá dó gpi y cho bái toán vé giá tri lón nhát vá nhó nhát cúa các 

ham so dang y = a.sinx + b.cosx, y =-va phuong phap 

c.sin x.+ d.cosx 

dánh giá cho mót só phuong trinh lupng giác. 

Dang dác biét : 

• sinx + cosx = 0 o x = - — +kn, keZ. 

4 


sinx - cosx = 0 <=> x = — + krt, k g Z. 

4 
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Chuwig II: Phutwm iñnh va he phuunc »rính Ivfttm: uiáy 


BAI TÁP TV LUÁN VA TRAC NGHIÉM 
Bái táp 9: Giái các phucmg trính sau: 

a. 3sinx - V3 cos3x = 4sin’x - 1. 

» ti 2kn 2n 2k n , „ 

9 3 9 3 

7t 2k7t In 2k7t , - 

□ x = — +-,x= — +-, k e Z. 

6 3 18 3 

□ x = — + kn, x = — + k7t, k e Z. 

4 4 

7t 2 7T A| . 

□ x = — + 2k7t, x = — + 2krt, keZ. 

3 3 

b. yfi sin4x - cos4x = sinx - V3 cosx. 

7t kTt n kTt , _ 

□ x =—+ —, x = — + —,ksZ. 

9 3 10 3 

tí 2k7t 37t 2krc - 

□ x =-+-,x= — +-, k e Z. 

18 3 10 5 

n 2k n n kn . „ 

□ x =-+-, x = — + —, k e Z. 

18 3 9 3 

n kTt ti , _ 

□ x = — + —, x = — + k7i, k e Z. 

9 3 3 

c. 2sinx(cosx - l) = V3 cos2x. 

71 k7t 5 tt kTt , „ 

□ x=— +—, x = — +—, k e L. 

6 2 6 2 

■ I * . * ■ N i 9 

n 2k7c 571 2k7t , „ 

□ x = — +-, x = — +-, k € Z. 

6 3 6 3 

n 4ít 2k7c , „ 

a x = — + 2k;t, x = — +- ,keZ. 

3 9 3 

□ x = — + kTt, x = — + k7t, k g Z. 

3 v 3 

d. 2sin3x - sin2x + v3 cos2x = 0. 

□ Vó nghiém. 


□ x = ±— + 2k7t, k g Z. 

3 

71 * , 4ti ' k7t , „ 

□ x = — + 2k7t, x = — + —, k g Z. 

3 1*5 5 

7t 4 tt 2kr: „ 

□ x = — + 2krt, x = — +-, k e Z. 

3 15 5 
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Bai tap 10: Giái các phirong trính sau: 

a. V3 sin(x - —) + sin(x + —) - 2sin 1972x = 0. 

3 6 

„ k7t rc ' kit . r _ 

986 987 987 

_ 2krc rc 2krc „ 

□ x=-,x=-+-, k g Z. 

1971 1973 1973 

krc 7c krc . _ 

□ x =-, x =-+-. k g Z. 

987 988 988 

r , 2k7T rc ■ 2krc 

□ x =-, x =- +-, k g Z. 

1973 1975 1975 

b sinx = — (3 - Vi cosx). 

3 

□ x = ex - — + 2krc, x = —— — ct + 2kn, kr Z vói sina = —-?=. 

6 6 

□ x = a - — + 2krc, x = — - a + 2krc, k g Z vai cosu - . 

6 f> 

u x = a - — + 2krc, x = — - a + 2krc, k g Z vói tga = —\= . 

6 6 2v3 

□ x = a - — + 2krc, x = — - a + 2krc, k g Z vói cotgcx = — 

# 6 6 2V3 

Bái táp II: Giái các phircmg trinh sau: 

a. (1 + Ví )sinx + (1 - Vi )cosx = 2. 

Tí _. r _ 

□ x = — + 2krc. x ss — + 2krc, k g Z. 

3 3 

□ ’ x = — + 2krc, x = — + 2krc, k g Z. 

3 6 

□ x = — + 2krc, x = —— ■+■ 2krc, k g Z. 

6 6 

□ x = — + 2krc, x = —— 4- 2krc, k g Z. 

6 3 


b. sin2x + (V3 - 2)cos2x = 1. 


Q 

«I* 

-H 

II 

X 

+ krc, k g Z. 

U 

x = ±ü 
3 

+ krc, k g Z. 


7t 

71 

□ 


+ krc, x = — 


X " I 

4 


rc 

rc 

□ 


+ krc. x = — 


X "~3 

4 
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Chumn; II. PhiMni: innh va nhui«nn n'inh laont: mác 


Bái táp 12: Giái các phircmg trính sau: 

a. 3cosx - sin2x = V3 (cos2x + sinx). 

□ x = — + kn, x = — + krc, x = 7t + 2kx, k g Z. 

3 3 

□ x = ±— + 2kx, x = — + kn, k € Z. 

6 3 

□ x = — + 2krc, x = — + 2kn, x = rc + 2kx, k g Z. 

¿ 4 

JC ■ ^ TU . r-m 

□ x= — + krc, x = — + 2kx, x = — + 2k7i, keZ. 

3 6 2 

b. >¡2 cos(4 - ~r) — V6 sin(^ - tt) = 2sin(4 + )-2cos (^ + ~ ) 


5 12 5 12 

□ x = — + 2kíi, k € Z. 

2 

□ x = + 5krt, k € Z. 


5- 


5 6 


71 


□ x = — + 2kx, k € Z. 

6 

10x , „ 

□ x =-+ 5k;í. k e Z 


Bái táp 13: Cho phirong trinh: 

(m - l)sinx - cosx = 1. 
a. Giái phirong trinh vói m = 1. 

□ x = — + 2krc, k g Z. 

2 

□ x = ti + 2kn, k g Z. 


□ x = — + 2k7t, k g Z. 

4 

□ x = 2k7t, k g Z. 

71 71 


b. Tim m dé phuong trinh có nghiém thuóc [ - —, - ). 


□ 11 . 3 ). 

□ (-00, 1] u [3, 4 00). 


□ (-00, 01 u [2, 4-oo). 

□ [0,21. 

Bái táp 14: Cho phtrong trinh: 

s sinx 4- cosx = m. 

a. Giái phircmg trinh vói m = -1. 

a x = - — 4- k7t, x = — 4- kit, k g Z. 

3 3 • 

□ x = — 4- 2k7t, x = 7t 4- 2k:t, k e Z. 

2 . 

□ X = - — 4- k7t, X = 7t 4- 2kx, k G Z. 

71 47t , , _ 

□ x = — 4- 2kn, x = — 4- kn,, k e Z. 

2. 3 

b. Bién luán theo m só nghiém thuóc (- —, 27tl cua phirctnig trinh. 

6 


144 . 



Rai táp 15: Tím m dé phircmg trính: 

m.sinx + (m + l)cosx +1=0 

có 2 nghiém x,, x 2 e [0, 2n] va 2 nghiém náy cách nhau ^ • 

1 Jí 


□ m = 0. 


□ m = ± 


□ m = ± 


□ m = - 


i±S 


Raí táp 16: Giái va bién luán theo m phucmg trính: 

a-bcosx _ 2 >/a 2 -b 2 tgy 
sinx l + tg J y 

Bái táp 17: Giái va bién luán theo m phiícrng trính: 

msinx + (2m - 1 )cosx = 3m - 1 vói 0 < x < —. 


Bái toan 3:Phuong trính thuán nhát bác hai dói vói sinx va cosx. 

PHÜÜNG PHÁP CHUNG 

Phirong trính thuán nhát bác hai dói vói sinx va cosx có dang: 

asin 2 x + bsinx.cosx + ccos 2 x = d. (1) 

Dé giái phuong trính (1) ta có thé lúa chon mót trong các cách sau: 

Cách 1: Thuc hién theo các buóc: 

I 

Buác /. Vói cosx = 0 <=> x = — + kn, k e Z. 

2 

Khi dó phuong trinh (1) có dang a = d. 

Né'u a = d, thi (1) nhán x = y + kn lám nghiém. 

Néu a * d, thl (1) khóng nhán x = y + kn lám nghiém. 

Buái 2. Vói cosx * 0 o x * - + kn, k e Z. 

2 

Chia hai vé cua phuong trính (1) cho cos 2 x * 0, ta duoc 
atg 2 x + btgx + c = d( 1 + tg 2 x) 

Dát t = tgx, phuong trinh có dang: 

(a - d)t 2 + bt + c - d = 0 (2) 

Bifcn Giái phuong trinh (2) theo t 

Cách 2: Su dung các cóng thúrc: 

2 l-cos2x 2 l+cos2x . . 1 . ~ 

sin x =-, eos x =-va sinx.cosx = — sin2x 

2 2 2 

ta duoc: 

b.sin2x + (c - a)cos2x = d - c - a. . (3) 

Dáy lá phuong trinh bác nhát cua sin va eos. 
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OufiWE 11: Haa¡t trinh vá h¿ phmmn trinh lutmc uiác 


Nhán xét quan trong : 

1. Cách 1 thuóng diroc su dung vói các bái toán yéu cáu giái phucmg trinh vá 
tim diéu kién cüa tham so dé’ phucmg trinh có nghiém thuóc táp D. 

2. Cách 2 thuóng diroc su dung vói các bái toán yéu cáu giái phuctng trinh vá 
tim diéu kién cüa tham só' dé phucmg trinh có nghiém, vó nghiém hoác giái vá 
bién luán phucmg trinh theo tham só'. 


BÁI TÁP TV LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 
Bái táp 18: Giái các phucmg trinh: 

a. 4sin 2 x + 3 VJ sin2x - 2cos 2 x = 4. 

□ x = — + 2k7r, x = — + 2k?t, k e Z. 

6 2 

K 

□ x = — + krc, x = 7i + krc, k e Z. 

6 

□ x = — + ktt, x = — + k7i, k e Z. 

4 2 

□ x = — + k7t, x = — + kn, k e Z. 

6 2 

b. 2sin 2 x + 3cos 2 x = 5sinx.cosx. 

71 


□ X = - 

4 

7Ü 

□ X = — 

4 


+ kn vá x = a + k7i, k e Z , vói tga = -. 

2 

3 

+ kit vá x = a + k:r, k e Z , vói cotga = — 

2 


□ x = — + kTi vá x = a + k:t, k e Z , vói tga = —. 


□ x = — 


+ kTt vá x = a + k7t, k e Z , vói cotga = — 


Bái táp 19: Giái các phucmg trii h: 
a. sin 2 x - 3sinx.cosx = 1 

□ x= — +k7iváx = a + k7i, keZ, vói tga = -. 

4 6 3 

— □ x = -f k7i vá x = a + k;t, k e Z , vói cotga = i 

□ x = — + k7t vá x = a + kw, k € Z , vói tga = - —. 

2 3 


□ x + k7r vá x = a + k7i, k e Z , vói tga = -3. 
4 
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b. 4sinx + 6cosx = 


cosx 


□ x = ti + 2kn va x = a + 2kn, k e Z , vói tga = -5. 

□ x = — + kn va x = a + kn, k € Z , vói cotga = 5. 

□ x = — + kn va x = a + kn, k e Z , vói tga = 5. 

4 

□ x = - — + kn va x = a + k te, k g Z , vói tga = 5. 

• 4 

Bái táp 20: Cho phucfng trinh: 

3sin 2 x + m.sin2x - 4ccs 2 x = 0. 
a. Giái phirong trinh khi m = 4. 


a 

kx 

x = —, k g Z. 

TI 

□ X = ± — 

a 

2 

x = ± — + kx, k g Z. 

4 

Tt 

□ X = ± — 

3 6 
b. Xác dinh m dé’ phircmg trinh có nghiém. 

□ 

m = 4. □ m £ 4. 

□ m £ 4. 


_ _ □ Moi m. 

Bái táp 21: Cho phircmg trinh: 

(m + l)sin 2 x - 2sinx.cosx + cos2x = 0. 

a. Giái phuang trinh khi m = 0. 

□ x = — + kTt, k g Z. 

2 

□ x = — ’+ kn va x = a + kTt, k g Z, vói cotga = 2. 

2 

□ x = — + kn vá x = a + k7t, k e Z, vói cotga = —. 

2 2 

□ x = — + kn vá x = a + kn, k e Z, vói tga = —. 

2 2 

b. Xác djnh m phucmg trinh có dúng hai nghiém thuóc (0, —). 

o m>2. □ 0<m<l. □ Moi m. □ Vó nghiém. 

Bái táp 22: Cho phirong trinh: 

m.sin 2 x - 3sinx.cosx - m - 1 = 0. 
a. Giái phircmg trinh vói m = 1. 

a x = — + krt, x = - — + kTt, k € Z. 

2 4 

a x = + k7t vá x = a + kit, k g Z, vói cotga = 2. 

4 

Q x = + kTt vá x = a + kTt, k e Z, vói tga = 2. 

4 

□ Vó nghiém. 
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lüUfliiT'I'IT 


b. Tim m dé phircmg trinh có dúng 3 nghiém thuóc (O, — ). 

. 2 

□ m>2. □ m < -1. □ -l<m<2. □ Vó nghiém. 

Bái táp 23: Cho phuong trinh: 

m.sinx + cosx = —-—, vói m * 0. 
cosx 


a. Giái phuong trinh khi m = y¡3 


□ x = 2kit, x = —— + kn, k e Z. □ x = k7t, x = “+kn, k 6 Z. 

□ x = 2kn, x = — + kx, k e Z. □ x = kx, x = — + kx, k e Z. 

4 3 


b. Xác djnh m dé phircTng trinh có nghiém. 

□ m < s. □ m > J3. □ m > 1. □ Moi m. 

c. Giá sir m lá giá tri lám cho phircmg trinh có nghiém x, t x 2 thoá mán 


x, + x 2 * — + kx. Tính cos2(x, + x 2 ) thco m. 


+ m. 


>Í3 - m. □ m 2 + 1 


1 - m 2 
1 + m 2 


Bái táp 24: Giái vá bién luán phuong trinh: 

cos 2 x + 8sinx.cosx + 7sin 2 x = m 
Bái táp 25: Giái vá bién luán phuong trinh: 

(m 2 + 2)cos 2 x - 2m.sin2x +1=0. 


Bái toán 4: Phuong trinh dói xúng dói vói sinx vá cosx. 


PHÜCTNG pháp chung 

Phuong trinh dó'i xúmg dói vói sinx vá cosx có dang: 

a(sinx + cosx) + bsinx.cosx + c = 0 ( 1 ) 

hoác a(sinx - cosx) + bsinx.cosx + c = 0 . ( 2 ) 

Dé giái phuong trinh (1) ta thuc hién theo các buóc sau: 

Buác 1. Dát sinx + cosx = t, diéu kién 111 < Jí => sinx.cosx = -——. 

2 

Khi dó, phuong trinh có dang: 

t 2 -l 

at + b-+ c = 0 <=> bt 2 + 2 at + 2 c - b a= 0 . ( 2 ) 

2 

Buác 2. Giái (2) thco t vá chon nghiém t<, thoá man diéu kién 111 £ Jl 
Vói t = t„, ta duoc: 

sinx + cosx = to <=> V 2 sin(x + —) = t,, <=> sin(x + —) = - 7 » 

4 4 V2 

Dáy lá phuong trinh co bán cúa hám só sin. 
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Chú y: 

1. Ta có thé giái (1) báng cách dát án phu z = — - x, khi dó ta có: 

4 

sinx + cosx = V2 cosí-x) = -Jl cosz 

4 

sinx.cosx = — sin2x = — sin2( — - z) = — sin( — - 2z) 

2 2 4 2 2 

= — cos2z = — (2cos 2 z - 1) 

2 2 

Khi dó, phirong trinh ban dáu duoc dirá vé dang phircmg trinh bftc 2 dói 

vói cosz. 

2 . Phircrng trinh (2) diroc giái urcmg tu nhir (1) vói án phu: 


t = sinx - cosx, diéu kién 111 < V2 => sinx.cosx = 


1-t 2 


BÁI TÁP TV LUÁN VA TRAC NGHIÉM 

Bái táp 26 : Giái các phirong trinh sau: 

a. 12(sinx - cosx) - 2sinxcosx - 12 = 0. 


71 


ü x = — + kn, k e Z. 

2 


n 


ü x = — + k7t, k e Z. 

3 

b. (1 + cosx)(l + sinx) = 2. 


71 


7t 


□ x = — + krt, k e Z. 
4 


71 


□ x = — + krc, k e Z. 
6 


□ x = 2kx, x = — + k7i, k € Z. □ x = — + 2kn, x = 2kn, k € Z. 


Q x = kit,x = — + 2kit,ke Z. 0 x = kit,x= i+2kn,k 6 Z. 
4 ¿ 

Bái táp 27 : Giái các phircmg trinh sau: 
a. | sinx - cosx | + 4 sin 2 x = 1 . 


□ x = — + 2k7i, k € Z. 

2 

□ x = — + k7t, k e Z. 

2 


□ x = —, k e Z. 

2 

□ x = — + k7t, k € Z. 

4 


b. | sinx + cosx - sin2x = 1 


kit 


Q x = — + 2k7t, x = k7t, k e Z. □ x = — + k7t, x = —, k e Z. 


□ x= —+k7t,x = 2 kít, k € Z. □ x = -— +k7i,x= — ,k e Z 
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Bái táp 28: Tim m dé phtrcmg trinh: 

3(sinx + cosx) = 4msinx.cosx 

có nghiém thuóc (0, —). 

4 


□ me (-oo, 0] u [1, + oo). □ me (-oo, 0] u (1, + oo) 

3 3^/2 

□ me (-oo, 0) u [——, + 00 ). □ me (-«o, 0) u (—, + «*). 

Bái táp 29: Cho phtrcmg trinh 

(1 - cosx)(l - sinx) = m 

a. Giái phtrcmg trinh vói m = 2. 

a x = — + 2krc, x = — + 2 k 7 r, k e Z. 

6 4 

, a x = -— + 2 krt, x = + 2 kn, k e Z. 

6 4 

□ x = — + 2kn t x = 2 k 7 t, k e Z. 

2 

a x = —— + 2 krc, x = n + 2kn, k e Z. 

2 * 

b. Tim m dé phtrcmg trinh có dúng 1 nghiém thuóc [O, ^ ]. 


a O <> m ^ 1. 


□ 1 £ m £ 2. 


□ O < m ^ 


1-2J2 


□ I S m S 


3 + 2V2 


2 2 
Bái táp 30: Cho phircmg trinh 

m(sinx + cosx) + sinxcosx +1=0. 
a. Giái phtrcmg trinh vói m = 0. 


□ x = — + 2k7t, k e Z. 
4 

a x = krc, k e Z. 


□ x = — + k?t, k e Z. 

6 

□ Vó nghiém. 


b. Tim m dé phtrcmg trinh có dúng 1 nghiém thuóc [— ,0]. 

t ^ 

□ Iml^l. □ I m | £ 2. □ 1 £ m £ 2. □ -2^n^~l. 

Bái táp 31: Cho phtrcmg trinh 

m(sinx + cosx) + sin2x = 0. 
a. ' Giái phtrcmg trinh vói m = 0. 


□ x = — + 2krc, k e Z. 

2 

□ x = 2ktt, k e Z. 


□ x = —, k e Z. 

2 

□ x = kn, k e Z. 
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b. Tim m dé phuong trinh có dúng 2 nghiém thuóc [0,7t]. 

□ O < m ^ 1. □ -l^m^O. □ O^mZy/2 . □ -y¡2 <m<0. 

Bái táp 32: Giái va bién luán theo k phuong trinh 

-L-k. 

eos x sin x 
Bái táp 33: Cho phuong trinh 

m(sinx - cosx) + 2sinxcosx = m. 

a. Giái phuong trinh vói m = 1 + yÍ2 . 

□ x = — + 2kn, x = — 4 2kn, x = — + 2kn, k € Z. 

3 4 6 

□ x = — + 2kn, x = - - 4 2krt, x = — 4- 2kn, k e Z. 

2 3 6 

n ' 7t 

□ x = 7t + 2kx, x = — 4- 2k7i, x — — 4- 2k7c, k e Z. 

3 4 

□ x = — 4- 2k7i, x = n 4 2kn, x = — 4 2krc, k e Z. 

4 2 

b. Tim m dé phuong trinh có dúng 2 nghiém thuóc [0, ic], 

□ me (-oo,- Vi )U(V2,400) u { 1). 

□ m e (-oo, -l)u (l,4oo) u {0). 

□ me (-oo, -3) u (3, 4oo) u {1 ± Vil. 

□ m e (-oo, i-V2 )u (1 4 >/2 , 400 ) u (2|. 

Bái táp 34: Tim m dé phircmg trinh sau có nghiém: 

iin2x 4 4(cosx - sinx) = m. 

□ 1 - 4V2 £ m £ 1 4 4V2 . □ -4V2 £ m £ 4>/2 . 

□ 4V? - 1 $m £ 4>/2 4 1. □ -1 - 4>/2 < m £ 1 - 4>/2 . 

Bái toan 5: Loai nghiém khóng thích hop cúa phuong trinh luong giác. 

PHLTONG PHÁP CHUNG 
Ta thuóng gáp 2 dang toán sau: 

Dang /: Tim nghiém thuóc (a, b) cúa phuong trinh. 

Ta thuc hién theo các buóc: 

Bitác ¡: Dát diéu kién có nghia cho phuong trinh. 

2k?i 

Bi/ót 2: Giái phuong trinh dé tim nghiém x = a 4-, k, n e Z. 

n 

Buác 3: Tim nghiém thuóc (a, b): 

2k7i , k neZ , . 2k 0 n 

•a < a 4 - < b o (ko» 1<,) => x,, = a 4 —— . 

n n () 
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Dang 2: Phircmg trinh chura án ó máu. 
Ta thifc hién thco các buóe: 


2 Itc 


Bifóc 1: Dát diéu kién có nghla cho phircmg trinh x * P + —— ,1, n e Z 

n 

2|» 

Buác 2: Giái phircmg trinh dé tim nghiém x<, = a +-, k, i. € Z 

n 

Bifóc 3: Kiém tra diéu kién ta lira chon mót trong hai phucm¿ pháp sau: 
Phiícfng pháp dai só\ 

■ Nghiém Xo bi loai khi vá chi khi: 

2kx a 21tc 

a +-= p +-. 

. n n 

■ Nghiém XoCháp nhán duoc khi vá chi khi: 

2k7t 0 2bc 

a-*--* P + —. 

n n 


Phtfcmg pháp hinh hoc : 


21 * 


■ Biéu dién các diém x = p +-, 1, n e Z trén dtfong trón 

n 

dcm vi, khi dó ta dirpc táp các diém C = {C,,..., C p ). 

2kn 

• Biéu dién các diém x = a +-, k, n g Z trén dtfáng trón 

n 

dcm vi, khi dó ta dirac táp các diém D = (D,.D H ). 

■ Láy táp E = DNC = |E,.E,}, tur dó két luán nghiém cüa 

phircrng trinh lá: 

x = E, + 2k7t,... x = E, + 2kx, k e Z 


BÁI TÁP TV LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 
BU táp 35: Giái các phircmg trinh sau: 
l-cos4x sin4x 


a. 


2sin2x 


1 + cos4x 


□ x = — + kit, k e Z. 

2 

□ x = x + kx, k e Z. 

cocg'x-tg’x = |6( , +cos4x) 
cos2x 

□ x = — + kx, k € Z. 

4 

Q x = — + 2kx, k 6 Z. 

2 


□ x = — + kit, k e Z. 

4 

□ Vó nghiém. 


x= — + kx, k e Z. 

3 

x= JL + ^. k€Z . 
16 8 
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Bái táp 36: Giái các phircrng trính sau: 

5sin4x.cosx 


a. 6sinx - 2cos’x = 


2cos2x 


7t 


b. 


□ x = - + k7c,ke Z. 

2 

□ x = k7t, k e Z. 

sin 4 x + eos 4 x 1 . . 

-—-= ~(tgx + cotgx). 

sin2x 2 

ti krc „ 

□ x = — + —, k g Z. 

4 2 

□ X = 71 + k7C, k G Z. 

Bái táp 37: Giái các phuong trính sau: 
sinx + sin2x + sin3x 


□ 

a 


□ 

a 


a. 


b. 


cosx +cos2x + cos3x 
□ 


-■ñ. 


x = — + 2k7t, x = -— + ktt, k g Z. 
6 3 


1 + 2sin 2 x - 3>/2 sinx + sin2x 
2sinx.cosx -1 


= 1 . 


7t kTt 

x = — + —, k g Z. 
4 2 

Vó nghiém. 


x = — + ktt, k g Z. 
2 

Vó nghiém. 


x = + 2krt, x = — + ktt, k g Z. 

6 3 

x = — + kit, x = + 2k7t, k e Z. 

6 3 

x = + k7t, x = — + 2k7t, k g Z. 

6 3 


□ x = — + 2k7t, k g Z. 
4 


□ x = 


371 


+ 2k7t, k g Z. 


□ x = — + 2k7t, k g Z. 

4 

□ x = — + 2k7t, k g Z. 

4 


Bái táp 38: Giái các phirong trính sau: 

1 1 


a. 2(sin3x - cos3x) = 


smx 


cosx 


_ x kTt k7t _ 

□ x = ±—+—, x =— ,k g Z. 

4 2 2 

□ x= —+k7 i,x = k7t,x = -— +2k7t,k g Z. 

12 4 

□ x = —— + ktt, x = — + ktt, x = — + 2kit3c g Z. 

12 2 4 

^ n t 7* . ic kit . _ 

□ x =-+ kit, x = j — + k7i, x = — + — , k g Z. 

12 12 4 2 


I 
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. sin x + eos 1 x 
o. -— = cos2x. 


° X " 3 + 2k7C ’ X “ k7t ’ k € Z Q x = ~ + kx, x = . k e Z 

4 2 

□ + k*,x = 2k*.keZ. □ x = -^ + k*,x=^eZ. 

4 o 

Bá¡ táp 39: Giái các phi/ong trinh sau: 


a. 2 V2 sin(x + —) = —! + * 

4 sinx cosx 


□ x = , k € Z. 

□ x=y+k7u,keZ. 

sin 4 — + eos 4 — 


□ x = -| +k7t,k6Z. 

n 7C k7r 

4 + Y’ k€Z 


1-sinx " tg 2 x sinx = j(l + sinx) + tg 2 x. 


□ x=^+k7c,keZ. 

Q x = ~ +k7c,keZ. 

Bai táp 40: Giái các phiícmg trinh sau: 

„ 3(cotg2x + cos2x) 

a 'y ^-2sin2x = 2. 

cotg2x -cos2x 

□ x = ~ + 2k?t, x = ~ + k 7 t, k g Z. 

0 6 

D x= # +b, - x= S +,ot - kez 

□ + k«.X = -| +kn , keZ . 

b. 1 _ V?(cosx-sinx) 

tgx + cotg2x cotgx-1 


□ x=^+k7i.keZ. 

6 

□ *=j + y.keZ. 


X = 7 + kn, k e Z. 

4 

□ X = 

*=~ + kn,k e Z. 

II 

X 

'□ 


n 

4 


n 

3 
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Bai táp 41: Giái các phircmg trinh sau: 

a. sin 4 x •+ cos 4 x = — cotg(x + — ).cotg( — - x). 

8 3 6 


ü x = ±— + kx, k e Z. □ x = ±— + kit, k 6 Z. 

3 6 

,n kit , „ , x kx . „ 

□ x = ±— + —, k e Z. □ x = ±— + —,keZ. 

4 2 12 2 

^ 1 1 2 
cosx sin2x sin4x 

kx . „ 

□ x = —, k g Z. 

4 

□ x = — + 2kx, x = — + 2kx, k e Z. 

3 3 

□ x = — + 2kx, x = — + 2kx, k g Z. 

6 6 

□ x = — —- + 2krt, x = — + 2kn, x = — + 2k7c, k g Z. 

2 6 6 

Bái ttáp 42: Giái các phircmg trinh sau: 


a. 3tg3x + cotg2x = 2tgx + 


sin 4x 


ü x = ± a + kír, k g Z vói cos2a = —. 

4 

ü x = ± a + kx, k g Z vái cos2a = —. 

4 

□ x = a + kx, x = n - a + kx, k g Z vói sin2a = —. 

4 

ü x = a + kx, x = n - a -f kx, k g Z vói sin2a = —. 

4 


tb. sin 2 x - sinx + 


sin x sinx 


□ x = kx, k g Z. 


□ x = n + 2kx, k g Z. 


□ x = — + 2kn, k g Z. 
2 


□ x = — + 2kx, k g Z. 
4 


Bái ttáp 43: Tim các nghi¿m cua phircmg trinh 

X X 

sin-eos— = 1 - sinx 

2 2 

thoá nrán diéu kién — - — < —. 

2 2 4 
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Bái táp 44: Tim các nghiém cua phirctng trinh: 

i (cos5x + cos7x) - cos 2 2x + sin 2 3x = O 

thoá man diéu kién | x [ <2. 

Bái táp 45: Tim các nghiém cua phircmg trinh 

3x .a ^ . 7it v ( ^ « 

— sm(2x + —) - 3cos(x-) = 1 + 2sinx 

4 2 2 

thoá man diéu kién x e ( —, 3n). 

2 

Bái táp 46: Tim tóng các nghiém thoá man 1 £ x <, 70 cua phucmg trkh: 

- , eos 2 x - eos* x -1 

cos2x - tg x = - 1 -. 

eos x 

□ 70ti. □ 3637c. □ 423n. □ 8007!. 

H. HÜÓNG DAN - GIÁI - DÁP SÓ 

Bái táp 1. Dát t = cosx, diéu kién Itl £ 1. Khi dó, phirong trinh có datg: 
t 2 - (2m + l)t + m + 1 = 0 



1 

1 


t = — 

eos x = — 

o 

2 o 

2 o 


t = m 

eos x = m 


x = ±- + 2kti . „ 

3 ,keZ. 

cosx = m (*) 


a. Vói m = — thi phuong trinh (*) vó nghiém. 

Váy, vói m = - phucmg trinh có hai ho nghiém x = ±— + 2k7t, k e Z. 

- 2 3 

b. Dé phucmg trinh có nghiém thudc [ —, — ] diéu kién lá: 

< 2 2 

(*) có nghiém thuóc [y, ^ ] <=> -1 £ m £ 0. 

Váy, vói -1 £ m <> 0 thoá man diéu kién dáu bái. 

Bái táp 2. Bién dói phucmg trinh vé dang: 

5 - 4(1 - cos 2 x) - 4(1 + cosx) = 3mo 4cos 2 x - 4cosx - 3m - 3 = 0. 

Dát t = cosx, diéu kién 111 £ 1. 

Khi dó, phucmg trinh có dang: 

f(t) = 4t 2 - 4t - 3m - 3 = 0. (1) 

4 

a. Vói m = - —, phucmg trinh có dang: 

4t 2 - 4t + 1 = 0 o t = - o cosx = - <=> x = ±^- + 2k7t, keZ. 

2 2 3 


Váy, vói m = -—.phucmg trinh có hai ho nghiém. 
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b. Phuang trinh có nghiém: 

O (1) có nghiém thuóc [-!,!]<=> 


o 


f(-l).f(l)<;0 
A’> 0 
af(-l) > 0 
af(l) >0 


- 1 <-< 1 

2 


(l)cól nghiém thuóc[-l,l] 
(1) có 2 nghiém thuóc [—1.1] 

(5-3m)(-3-3m)<0 
16 + 12m £ 0 
5 -3m >0 
- 3 - 3m > 0 


meZ + 
<=> 


• 2 


m = -1 
m = 0 
m = I 


Vay, vói m = ±1 hoác m = 0 phucmg trlnh có nghiém. 

Bái táp 3. Bien dói phuang trinh vé dang: 

1 - 2sin 2 x + 5sinx + m = 0 <=> 2sin 2 x - 5sinx - m - 1 = 0. 

Dát t = sinx, diéu kién 111 <1. 

Khi dó, phucmg trlnh có dang: 

f(t) = 2t 2 - 5t - m - 1 =0. (1) 

a. Vói m = 2, phucmg trinh có dang: 

t = -l 


2t 2 - 5t - 3 = 0 o 


3 o sinx = -lox = — + 2k;t, k 6 Z. 
t = — loai 2 

2 ' 


Vay, vói m = 2, phucmg trinh có mót ho nghiém. 

Phuang trinh có nghiém khi va chi khi (1) có nghiém thuóc [-1, 1] 

(1) có 1 nghiém thuóc [-1,1] 


o 


S 5 

(l)có2 nghiém thuóc [-1,1] (loai vi — = —) 

2 4 


o. f(-1 ).f( 1) < 0 (6 - m)(-4 - m) < 0 o -4 í m < 6. 

Vay, vói -4 ^ m < 6 phuang trinh có nghiém. 

Bái táp 4. Dát t = cosx, diéu kién 111 < 1. 

Khi dó, phuang trinh có dang: 
f(t) = 4r - 2(m - 1 )t - m = 0. 
a. Vói m = >/3 , phucmg trinh có dang: 

4t J -2(V3 - l)t- V3 =0 


( 1 ) 


t = -I 
2 


t = 


vi 


<=> 


1 

eos x = — 
2 


cosx = 


VI 


. 2it 

x = ±— + 2kn 
. 3 

x = ±— + 2k7r 
6 


, k € Z. 


Váy. vói m = V3 , phucmg trinh có bón ho nghiém. 
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b. Phucmg trinh có nghiém khi va chi khi (1) có nghiém thuóc [-1, 1? 

(l)cól nghiém thuóc[-l,l] 

(1) có 2 nghiém thuóc [-1,1] 


f(-l).f(l)<0 
A'2>0 
af(-l) > O 
af(l)£0 

- 1 < — < 1 

2 


(m + 2)(6 - 3m) < O 
m 2 + 2m + 1 > O 
m + 2 >0 
16 - 3 m ;>0 


co moi m. 


Váy, vói moi m phucmg trinh luón có nghiém. 

Bái táp 5. Bien dói phucmg trinh vé dang: 

m(2cos 2 x - 1) - 4(m - 2)cosx + 3(m - 2) = O 
co mcos 2 x - 2(m - 2)cosx + m - 2 = 0. 

Dát t = cosx, diéu kién 111 < 1. 

Khi dó, phirong trinh có dang: 

f(t) = mt 2 - 2(m - 2)t + m - 2 = 0. 


De phuong trinh có dúng 2 nghiém thuóc ) diéu kién iá: 


(1) có dúng mót nghiém thuóc (O, 1) 
o Bqn cJoc tif lam tiép co 3 < m < 4. 

Váy, vói 3 <, m < 4 thoá man diéu kién dáu bái. 

Bái táp 6. Bién dói phucmg trinh vé dang: 

(m — 1)(1 — cos 2 x) - 2(m+1 )cosx + 2m - 1 = 0 
co (m - l)cos 2 x + 2(m + 1 )cosx - 3m + 2 = 0. 

Dát t = cosx, diéu kién 111 ^ 1. 

Khi dó, phucmg trinh có dang: 

(m - l)t 2 + 2(m + l)t - 3m + 2 = 0. 

Ta di xác dinh các giá tri: 

A' = (m + 1 ) 2 + (3m - 2)(m - 1) = 4m 2 - 3m + 3, 
af(—1) = (m - 1)(- 4m - i), af(l) = 3(m - 1), 


S _ m +1 i 2m 

2 m -1 m - 1 

S . m +1 , 2 

2 m - 1 m -1 


( 1 ) 


( 2 ) 
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Ta có bang tóng két sau: 


af(-1) af(l) 



£ j + j So sánh các nghiém vói ±1 
2 ’ 2 


t,<-1< l<t 2 


-l<t,<l<t 2 


t= 1/4 


t,<- l<t 2 < 1 


Váy: 


■ Vói m < —, phircmg trinh vó nghiém. 

4 

■ Vói m = - —, phircmg trinh có nghiém t, = —1 o x = ir + 2kir, k e Z. 

4 

■ Vói — < m < 1. phircmg trinh có nghiém: 

4 

- m - 1 -V4m 2 -3m + 3 

t, =-o cosx = t, = cosa 

m -1 

<=> x = ±a + 2k7t, k e Z. 

■ Vói m = 1, phirang trinh có nghiém 

t = — o cosx = — = cosp <=> x = ±p + 2krc, k e Z. 

4 4 

■ Vói m > 1, phuemg trinh có nghiém 

- m - 1 + V4m 2 - 3m + 3 

t 2 =-o eos x = t 2 = cosy 

m -1 

<=> x - ±y + 2k7i, k e Z. 

Bái táp 7. Ban (toe tufúm. 

Bái táp 8. Ta có ket luán: 

■ Vói m £ ^ phircrng trinh có mót nghiém thuóc khoáng (0, n). 

■ Vói j < m < 1 phuong trinh có hai nghiém thuóc khoáng (0, ir). 


Vói m = 1 phirong trinh có mót nghiém x = — 

2 

* Vói m > 1 phirong trinh vó nghiém. 
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Bái táp 9. 

a. Bié'n dói phuong trinh vé dang: 

3sinx - 4sin’x - Jí cos3x = 1 


o sin3x - V3 cos3x = 1 c=> — sin3x - — cos3x = — 

2 2 2 

osin3x.cos— -cos3x.sin — = — o sin(3x - —) = sin- 
3 3 2 3 6 


o 


3x — = — + 2kn 
3 6 

3x-— = n- — + 2kn 
3 6 


ti 2kn 

x = — +- 

6 3 

1k 2kn 


, k € Z. 


x = 


18 


Vay, phuong trinh có hai ho nghiém. 
b. Bien dói phuong trinh vé dang: 

V3 . . 1 . 1. >/3 . .. Tt . 71 

— sin4x-cos4x = — sinx-cosx <=> sin(4x-) = sin(x - — ) 

2 2 2 2 6 3 


a TT 7T _ - 

4x-= x-+ 2k7i 

6 3 

4x- — = 7l-x + — + 2kx 
6 3 


o 


n 2kn 

x =-+- 

18 3 

3tc 2k;i 

X =-+- 

10 5 


, k e Z. 


c. 


Vay, phuong trinh có hai ho nghiém. 

Bié'n dói phuong trinh vé dang: 

2sinx.cosx - 2sinx = >¡3 cos2x o sin2x - >¡3 cos2x = 2sinx 

V5 


-sin2x - 
2 2 


cos2x = sinx o sin2x.cos — - cos2x.sin— = shx 

3 3 


<=> sin(2x - —)=sinx <=> 


2x.— = x + 2kn 
3 

2x - — = 7t-x + 2k?i 
3 


x = — + 2kn 

3 

4 n 2kn 

X ~T + _ 3 


,keZ 


Váy, phucrng trinh có hai ho nghiém. 
d. BiÓn dói phuong trinh vé dang: 


r 1 . V3 

2sin3x = sin2x - v3 cos2x o sin3x = - sin2x-cos2x 

2 2 

o sin3x = sin2x.cos— - cos2x.sin— = sinx <=> sin3x = sin(2: - —) 

3 3 3 


3x = 2x — + 2k7t 
3 

3x = 7t-2x + —+ 2k7t 
3 


<=> 


K ,,, 

x = — + 2krt 
3 

471 2k7t 

x = — +- 

15 5 


, k e Z. 


Vay, phuong trinh có hai ho nghiém. 
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Bái táp 10. 

a. Bién dói phucmg trinh vé dang: 

V3 sin(x - —) + cos(x 2sinl972x = O 

3 6 2 

<=> yfi sin(x - j) + cos(x - j) = 2sinl972x 

<=> — sin(x- —)+ — cos(x- —) = sin1972x0 sin(x- — + — )=sinl972x 
2 3 2 3 3 3 


<=> sin1972x = sinx c=> 


1972x = x + 2kx 
1972x = 7t-x + 2kx 


x = 


2kx 

7971 


x 2 kx 
x =-+ 


.keZ 


1973 1973 


Váy, phucmg trinh có hai ho nghiém. 


b. Bié'n ddi phucmg trinh vé dang: 

- . /r , V3 . 1 1 

3sinx + V3 cosx = 1 <=> —smx + — cosx = —-¡= 

2 2 2^3 

n . n 1 . . n. 1 

c=> sinx.cos — + cosx.sin— = —=■ osin(x+— )=— 7 = - sina 

6 6 2V3 6 2^3 


x + — = a + 2 kn 
6 

x + — =-n - a + 2 kx 
6 


<=> 


x = a-+ 2krt 

6 

x = — -a + 2kx 
6 


* k e Z. 


Váy, phucmg trinh có hai ho nghiém. 

Bái táp 11. 

a. Ta có thé lúa chon mót trong hai cách sau: 

Cácli /: Bién dói phucmg trinh vé dang: 

1+V3 . 1-V3 1 

—t=- sinx + —=- cosx = —7= 

2y¡2 2V2 V2 

1 + >/3 1-V3 

Dát —- 7 =- = cosa thi-— = sina, khi dó ta duoc: 


2 V 2 


272 


sinx.cosa + cosx.sina = -=r o sin(x + a) = sin— 

V2 4 


<=> 


x + a = — + 2 kn 

4 

* 

x + a- n- — + 2 kx 

4 


<=> 


x = —-a + 2 kx 
4 

3 71 

x =-a + 2 kx 

4 


, k e Z 


Váy phucmg trinh có hai ho nghiém. 
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Cách 2: Bién dói phucmg trinh vé dang: 

(sinx + cosx) + Vi (sinx-cosx) = 2<=> V2 sin(x+ —)- Vó cos(x + — ) = 2 

4 4 

1 . , 7C V5 n 1 

o — sin(x + -) - —-cos(x + - ) = -7= 

2 4 2 4 V 2 

71. 7t . 71 . . 7t 1 . 71 .71 

o sin(x + — ).cos-cos(x + — ).sin — = —j= <=> sin(x-) = sin— 

4 3 4 3 V2 12 4 


<r> 


71 n 

x -= — + 2k7t 

12 4 

< 

n ti 

x -= 71 -+ 2kn 

12 4 


x = — + 2k7i 
3 

5tü 

X = — + 2k7T 
6 


, k e Z 


Vay, phircmg trinh có hai ho nghiém. 
b. Ta có thé’ lúa chon mót trong hai cách sau: 

Cách 1: Sir dung phucmg pháp giái cho phircmg trinh dang a.sin2x + bcos2x = c 
- Dé nghi han doc tiflám. 

Cách 2: Bién dói phucmg trinh vé dang: 

( Vi - 2)cos2x = 1 - sin2x o (Vi - 2)(cos 2 x - sin 2 x) = (cosx - s¡nx) 2 
<=> [(Vi - 2)(cosx + sinx) - (cosx - sinx)](cosx - sinx) = 0 


(VÍ-3)cosx =(l-VÍ)sinx 


eos x = sin x 


= -Vi 


tgx 
tgx = 1 


x = — •+- krt 
3 


,k g Z. 


ti . 

x = —f kTt 
4 


Vay, phucmg trinh có hai ho nghiém. 

3ái táp 12. 

a. Bién dói phucmg trinh vé dang: 

3cosx - Vi sinx = Vi cos2x + sin2x 

r* Vi 1 VÍ 1 

o v3 (— cosx-sin -0 = — cos2x + — sin2x 

2 2 2 2 

<=> Vi cos(x + —) = sin(2x + --) 

6 3 

o Vi cos(x + —) = 2>in(x + — ).cos(x 4 —) 

6 6 6 


o 


cos(x + —) = 0 
6 

/ Vi 
6 2 


r x + í = í + kK 
6 2 

x + —= —+ 2k7t o 

6 3 

71 271 

x + — = — + 2k7t 
6 3 


x = — + k7t 

3 

x = - + 2ki,k g Z. 
6 

x = — + 2kt 
2 


Vay, phucmg trinh có ba ho nghiém. 
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b. Su dung phép bié'n dói tímg phán: 

cos( — ——) - V3 sin( — —— ) = 
5 12 5 12 


1 , x 71 \ >/3 x n 

= 2 -cos(- - —) - — sin(- - —)] 

2 5 12 2 5 12 

= 2sin( -- — + —) = 2sin( — - — ) = 2sin[n - (— + —)] 
6 5 12 3 5 5 3 

, x 2n. _ . , x n n x n. 

= 2sin( — + —) = 2sin( — + — + —) = 2cos( — + — ). 

5 3 5 6 2 5 6 


10rc 


+ 5k7t, k 6 Z. 


Tír dó. phuang trlnh duac bien dói vé dang: 

2 V2 sin( — + —) = O <=> — + — = k7r <=> x = 

5 3 5 3 

Vay, phucmg trlnh có mót ho nghiém. 

Bái táp 13. Xét hai truóng hap: 

■ Vori eos— = 0 <=> — = — + kn o x = ir + 2krt, k e Z, thay váo 

2 2 2 

phuang trinh ta duoc: 

(m - l)sin(n + 2krt) - cos(7t + 2k7t) = 1 luón dúng 
Váy x = 71 + 2k7i, k e Z lá mót ho nghiém cúa phuang trinh. 

■ Vói eos- * 0 o - * — + kTt <=> x * 7t + 2k7t, k € Z. 

2 2 2 

r>-. . . * • 2t 1-t 2 

Dat t ~ tg —, suy ra sinx =-- va cosx =--. 

2 1 + t 2 l + t z 

Khi dó, phuong trinh có dang: 

- 1 - t - -^4 = !<=>2(m- l)t- 1 +t 2 = 1 +t 2 o(m-l)t=l. (2) 

1 + t 2 1 + t 2 

a. Vói m =s 1 ta tháy ngay phuang trinh chi có mót ho nghiém x = 7t + 2k7t, k € Z. 

b. Vdixe (-í,í]üút€ [-1.1], 

Tt TI 

Do vay, dé phuang trinh có nghiém thuóc [ - —, —] diéu kién lá phuang 
trinh (2) có nghiém thuóc [-1, 1] 

fm *■ 1 

1 




-ÍS 


m -1 




<=> 


m ^ 2 
m < 0 


Vay, vói m e (- 00 ,0 ] u [2, +<») thoá man diéu kién dáu bái. 
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Bái táp 14. 

a. Vori m = -1, phircmg trinh có dang: 

V 3 sinx + cosx = -1 o — sinx + — cosx = — <=> sin(x + —) = sin(- —) 


n * 

x + —=— + 2kx 
6 6 

n k 

x + — = 71 + — + 2kn 
6 6 


x = -- + 2kx 

3 , k e Z. 

x = w + 2kíi 


Váy, vói m = -1 phircmg trinh có hai ho nghiém. 
b. Só nghiém cüa phircmg trinh báng sÓ giao dié’m cüa duóng tháng y = m 

vói phán dó thi hám só y = sin(x + —) trén D = (-—, 2n]. 

6 6 

Tir dó, ta có két luán: 

• Vói | m | >2, phircmg trinh vó nghiém. 

■ Vói m = ±2, phircfng trinh có 1 nghiém thuóc D. 

■ Vói - 2 < m £ 0 hoác 1 < m < 2, phircmg trinh có 2 nghipm thióc D. 

■ Vói 0 < m < 1, phircfng trinh có 3 nghiém thuóc D. 

Bái táp 15. S£r dung phircmg pháp diéu kién cán va du nhir sau: 

"^71 

Diéu kién crin: Giá su phucmg trinh có nghiém x = a € [0, — ], khi dó x =a + - 

2 2 

cQng lá nghiém, nhu váy: 

[m.sina+(m + l).cosa + l = 0 

m.sin(a + —) +(m +1). cosía+ — ) + l =0 
2 2 


o 


o 


m.sina + (rn + D.cosa +1 = 0 
m.cosa -(m + l).sina +1 = 0 

Í m.(sin a + eos a) = -1 - cosa 
m(cos a - sin a) = sin a -1 


sin a + eos a _ 1 + eos a 
eos a - sin a 1 - sin a 


o (sina + cosa)(l - sina) = (cosa - sina)((l + cosa) 

1 _ n . _ 5n 
<=> sina = — <=> a = — hoác a = —. 

2 6 6 

Vói a = —, thay váo phucmg trinh ta duac: 

6 

. n , .. n . ~ 1 + V5 

m.sin — + (m + 1 ).cos — + 1 = 0 <=> m =- 

6 6 2 
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■ Vói a = —, thay váo phirong trinh ta diroc: 

6 

5n . 1X 5* , ~ 1-^3 

m.sin — + (m + 1 ).cos — + 1 = 0 <=> m =- 

6 6 2 

1 i >/3 

Váy vói m =--— la diéu kién cán. 

Diéu kién dii - Dé nghi han dpi tulám. 

Bái táp 16. Ban doc tu lám. 

Bái táp 17. Ban doc tulám. 

Bái táp 18. 

a. Bien dói phircmg trinh vé dang: 

2( 1 - cos2x) + 3 >/3 sin2x - (1 + cos2x) = 4 

j j 

<=> V5 sin2x - cos2x = 1 cz> -sin2x-cos2x = — 

2 2 2 


t 


<=>sin 


2x - 


. n 

= sm— <=> 
6 


2x- —= —+ 2kn 
6 6 

2x- —= 7t- — + 2kx 
6 6 


x = — + kn 
6 

71 

x = — + kn 
2 


,ke Z. 


b. x = — + krc vá x = a + kn, k e Z , vói tga = —. 

4 2 

Bái táp 19. 

a. x = — + k7t vá x = a + krc, k e Z , vói tga = - i. 

2 3 

* 71 

b. x = — + k7t vá x = a + kit. k € Z , vói tga = 5. 

4 

Bái táp 20. Nhán xét ráng cosx = 0 khóng phái la nghiém cua phirong trinh. 
Chía hai vé cua phurcmg trinh cho cos 2 x * 0, ta duoc: 

3tg 2 x + 2m.tgx -1=0. 

Dát t = tgx, phircmg trinh có dang: 

3t 2 + 2mt -1=0. (2) 

a. Vói m = 0, ta diroc: 

7C 4T 

3t 2 - 1 = 0 <=> t = ± —= o tgx = ± tg— <=> x = ± — + kit, k € Z. 

V 3 6 6 

Váy, vói m = 0 phircmg trinh có hai ho nghiém. 

b. Dé phttóng trinh có nghiém 

o (2) có nghiéiÁ o A’ £ 0 <=> m 2 + 3 2:0, luón dúng. 

Váy, vói moi m phucmg trinh luón có nghiém. 
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Bái táp 21. Bién dói phirong trlnh vé ^ang: 

(m + l)sin 2 x - 2sinx.cosx + 1 - 2sin 2 x = 0 
co (m - l)sin 2 x - 2sinx.cosx +1=0. 

Xét hai trucmg hop: 

■ Vói cosx = 0 o x = — + kn, k € Z. 

2 

Khi dó, phucmg trlnh có dang: 
m-l + l= 0com = 0. 

■ Vói cosx * 0 o x * — + kn, k e Z. 

2 

Chia hai vé' cüa phucmg trlnh cho cos 2 x * 0, ta diroc: 

(m - 1 )tg 2 x - 2tgx + 1 + tg 2 x = 0 co mtg 2 x - 2tgx +1 = 0. 

Dát t = tgx, phircmg trlnh có dang: 

f(t) = mt 2 - 2t + 1 = 0 (1) 

a. Vói m = 0, phircmg trlnh (1) có dang: 

-2t + 1 = 0 o t = — co tgx = — = tga o x = a + kn, k e Z. 

2 2 


.Vay, vói m = 0 phircmg trlnh có hai ho nghiém. 


n 


b. Dé phucmg trlnh có dúng hai nghiém thuóc (0, —). 

o (1) có 2 nghiém phan biét thoá man 0 < t, < t 2 


A'> 0 

co ^af(O) > 0 co ^ 


->0 

12 


1 - m > 0 

1 > 0 co 0 < m < l. 

— >0 
im 


Vay, vói 0 < m < 1 thoá man diéu kién dáu bái. 

Bái táp 22. Nhán xét ráng phucmg trlnh khóng nhán x = + kn lám rghiém. 

Chia hai vé cüa phucmg trlnh cho cos 2 x * 0, ta duoc: 

m.tg 2 x - 3tgx - (m + 1)(1 + tg 2 x) = 0 co tg 2 x + 3tgx + m + 1 = 0. 

Dát t = tgx, phucmg trlnh có dang: 

f(t) = t 2 + 3t + m + 1=0 (1) 

a. Vói m = 1, phucmg trlnh có dang: 


t 2 +3t + 2 = 0co 


t = -l 


co 


tgx = — 1 

[tgx = -2 = tga a 


t = -2 

Vay, vói m=l phucmg trlnh có hai ho nghiém. 


x = — + kn 

4 k € Z. 

x = a + kn 

' » 
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b. Dé phiícmg trinh có dúng 3 nghiém thuóc (O, —) 

o(1)có 2 nghiém phán biét thoá man t, < 0 < t 2 
o af(0) < 0 o m + 1 < 0 <=> m < -1. 

Váy, vói m < -1 thoá man diéu kién dáu bái. 

Bái táp 23. Diéu kién cosx + k7i, k e Z. 

Cách J : Bié'n dói phirong trinh vé dang: 

msinx cosx + cos 2 x = 1 o msinx.cosx = sin 2 x 


a. 


sin x = 0 
m.cosx = sinx 

Vói m = Ji , ta diroc: 


cosx 5*0 
<=> 


sin x = 0 
[tgx = m 


(I) 


(Do 


sin x = 0 


L*g* 




o 


x = kn 

n , k e Z 
x = — + krc 
3 


Váy, vói m = V3 phircmg trinh có hai ho nghiém. 

b. Tir (I) ta có ngay nhán xét phircfng trinh (1) có nghiém vói moi m. 

c. Vi x, + x 2 * — + krc, do dó có thé coi: 

2 

■ x, la nghiém cüa phircmg trinh sinx = 0 o tgx, = 0. 

■ x : la nghiém cüa phircmg trinh tgx = m o tgx 2 = m. 
suy ra: 

cos2(x, + x 2 ) = cos2x,.cos2x 2 - sin2x,.sin2x 2 

. 1 ~ i 8 2 *i 1 ~ tg 2 x 2 2tgx, 2tgx 2 


1 - m" 


1 + tg 2 x, l + tg 2 x 2 l + tg 2 x, l+tg 2 x 2 1 + m 2 


Cách 2: Chia hai vé' cüa phirong trinh (1) cho cosx*0, ta diroc 

tgx = 0 


ntgx +1 = 1+ tg 2 x o tg 2 x - mtgx = 0 o 

a. Vói m = >/3 , ta duoc: 

tgx = 0 


[tgx = m 


(ID 


(Do 


tgx = S 


x = k n 


71 . k € Z. 

x = — + krc 
3 


Vfty, vói m = V5 phucmg trinh có hai ho nghiém. 
b. Tur (I) ta có ngay nhan xét phircmg trinh (1) có nghiém vói moi »*» 
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UnfttnK ll: Krm.»n¿innti va hCgmonS 


2 ’ 


c. V] x, + x 2 * — + krc, do dó có thé coi: 

■ x, la nghiém cúa phucmg trinh tgx = 0 =Mgx, = 0 

■ x 2 la nghiém cüa phircmg trinh tgx = m tgx 2 = m 

v 1-m 2 
suy ra cos2(x, + x 2 ) = - 

1 + m 

Bái táp 24. Ban den tirlám. 

Bái táp 25. Ban doc tiflám. 

Bái táp 26. 

a. x = — + krc, k e Z. 

4 


b. x = — + 2krc, x - 2krc, k e Z. 

2 

Bái táp 27. 

a. Dát | sinx - cosx | = t, diéu kién 0 < t <, >¡2 , suy ra sinx.cosx — 


1-t 


Khi dó, phirong trinh có dang: 

t + 4(l-t 2 )=lo4t 2 -t-3 = 0» 


t = l 


t = — (loai) 

4 


kn 


o | sinx - cosx | = lo sin2x = 0o2x = krc o x = — „ k € Z. 

2 


Váy, phucmg trinh có mót ho nghiém. 
b. Dát | sinx + cosx | = t, diéu kién 0 <. t £ Jl , suy ra sinx.cosx 


t 2 -! 


Khi dó, phucmg trinh có dang: 
t-(t 2 -l)=lot 2 -t = 0o 


t = l 


t = 0 


sin2x = 0 
sin 2x = -1 


2 x = krc 

rc <=> 
2 x = + 2krc 

2 


x = 


krc 


, k e Z. 


x = — + krc 
4 


Váy, phucmg trinh có hai ho nghiém. 

Bái táp 28. Dát t = sinx + cosx diéu kién 111 < -Jl , suy ra sinx.cosx = 

Khi dó, phucmg trinh có dang: 

3t = 2m(t 2 - 1) = 0 o- f(t) = 2mt 2 - 3t - 2m = 0. 


r -1 


( 1 ) 
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Vói x € (O, — ) thi diéu kién 0<\<, >Í2 bói phép bié'n dói: 
4 

rt 3 71 7t It A y 7t . - 

0<x< — co — < x + — < ti <=> O < sm x + — ) < 1 
4 4 4 4 

<=> 0 < >¡2 sin(x -¥—)<, >¡2 ol<l$ y[l . 

4 

3tc 

Dé’ phtrcmg trinh có nghiém thuóc (O, —) diéu kién la 

4 


(1) có nghiém thuóc (O, -Jl ] 

f(0).f(V2) < O thirlai 

A > O 
af(O) £ O 

<=> 

af(V2) t O 


<=> 


(l)cól nghiém thuóc(0,V2] 
(1)có2 nghiém thuóc (O, >¡2 ] 


o 


m < 0 

> 3 >/2 

m >- 


0 < - < a/2 
2 


3>/2 


Vay, vói me (- 00 , 0) u[-, + 00 ) thóá man diéu kién dáu bái. 

2 

Bái táp 29. Vié't lai phircmg trinh dirói dang: 
sinx + cosx - sinx.cosx + m ^ 1 = 0. 


Dát sinx + cosx = t, diéu kién 111 <, Jl , suy ra sinx.cosx = 
Khi dó, phtrcmg trinh có dang: 


t 2 -l 


t - 


t 2 -l 


+ m - 1 = 0 o f(t) = t 2 - 2t - 2m + I =0. 


a. Vói m = 2 phtrcmg trinh có dang: 

t = -l 


l*-2l-3»0o 


o sinx + cosx = -1 o sin(x + —) = 
t = 3 (1) 4 


it rc 

x + — = — + 2k7t 
4 4 

7C 5ti 

x + — = — + 2kx 

4 4 


x = — + 2kn 

2 . k e Z. 

x = 7t + 2k7t 


Váy, vói m = 2 phtrcmg trinh có hai ho nghiém. 
b. Vói x e [0. |] thi diéu kién 1 ^ t ^ Jl bói phép bién dói: 

^ 71 7t ^ 71 371 y¡2 ^ . / 7t 

0 £ x £ — o — £ x + — <, — <=> — < sin(x + —) ú 1 

2 4 4 4 2 4 



myw« m; m n n v íld* s a ma n üm ilumulb*; 


co 1 < n/ 2 sin(x + — )<, Jl <=> 1 < t < >/2 . 

4 

Dé phircmg trlnh có dúng mót nghiém thuóc [0, ^ 1 diéu kién lá: 


(1) có dúng mót nghiém thuóc [1, >/2 ] 
f(l).f(V2) < OthOrlai 


o 


l£--^£VÍ 

2a 


o 0 < m £ 


3-2V2 


3 - 2 V 2 " 

Vay, vói 0 £ m £- thoá man diéu kién dáu bái. 


Bái táp 30. Dát sinx + cosx = t, diéu kién 111 < V?, suy ra sinx.cosx = 1 


Khi dó. phircmg trinh có dang: 


mt + 


t 2 -l 


+ 1 = 0 <=> f(t) = t 2 + 2mt +1=0. 


a. Vói m = 0 phircmg trlnh có dang: 

t 2 + 1 = 0 vó nghiém. 

Váy, vói m = 0 phircmg trinh vó nghiém. 

b. Vói x e [-y, 0] thi diéu kién -1 £ t £ 1 bói phép bién dói: 

71 _ 7t 7t 7t V 2 . . 7t . 

— < x < 0 <=> — < x + — £ — <=>-£ sm(x + — ) £ 

2 4 4 4 2 4 

<=> - 1 £ Jl sin(x + —) £ 1 o -1 £ t £ 1. 

4 

Dé phircmg trinh có dúng mót nghiém thuóc [- »01 diéu kién lá: 

(1) có dúng mót nghiém thuóc [-1, 1 j 
f(-l).f(l) £ Othulai 

olí b . o I m | Z 1. 

-1 £-£ 1 

2a 

Váy, vói I m | > 1 thoá man diéu kién dáu bái. 

Bái táp 31. Dát sinx + cosx = t, diéu kién 111 £ >¡2 , suy ra sinx.cosx = - 


Khi dó, phircmg trinh có dang: 

mt + t 2 - 1 = 0 o f(t) = t 2 + mt - 1 = 0. 
a. Vói m = 2 phurcmg trlnh có dang: 


kit 


t 2 - 1 = 0 <=>sin2x = 0«2x = k7i<=>x = — , k e Z. 

2 

Váy, vói m = 0 phirong trlnh có mót ho nghiém. 



b. Vori x e [0, ti] thi diéu kién -1 < t < V2 boi phép bié'n dói: 

TC 7t 5n . , X k 

0 < x S x <=> — <,x+ — < — o- <, sin(x + — ) < 1 

4 4 4 2 4 

O - 1 < y¡2 sin(x + — ) ú y¡2 o-l < t <, >¡2 . 

4 

Dé phucrng trinh có dúng hai nghiém thuóc [O, x] diéu kién la: 

(1) có hai nghiém phán biét thuóc [-1, y¡2] 

A >0 
af(-l) > O 

af(V2)^0 <=>-V2 ^ m < 0. 


o < 


0s-< 

2 

Váy, vói - >¡2 < m £ 0 thoá man diéu kién dáu bái. 
Bái táp 32. Diéu kién: 

sin x * 0 kn . „ 

oxí —, k e Z. 
eos x^O 2 

Bié'n dói phirong trinh vé dang: 


sin x - eos x 
sin x.cos x 


- k = O o sinx - cosx - ksinx.cosx = 0. 


Dát sinx - cosx = t, diéu kién Itl ú >¡2 , suy ra sinx.cosx = 
Khi dó phircmg trinh có dang: 


1-t 


t - k. 


l-t‘ 


= O o f(t) = kt 2 + 2t - k = 0. 


1; Veri k = 0, ta duac: 


x 


t = 0 o sinx + cosx = 0 o x =-+ kx, k e Z. 

4 

Váy vói k = 0 phircmg trinh có mót ho nghiém. 

2. Vóri k * 0, ta có: 

A = 1 + k 2 > 0 Vk, suy ra phiícrng trinh (2) có hai nghiém la: 


t, = 


- 1 - Vi + k 2 -1 + Vl + k 2 


; t 2 = 


( 2 ) 


k k 

Phircrng trinh (1) có nghiém o (2) có nghiém thoá man - -Jl £ t £ >/2 . 
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minmit li: mutrnc umn va nc pmmni: innn uníanme 


Xéi hai triícmg hap: 

Truáng hap ]: Phuong trinh (2) có 1 nghiém thuóc [-V 2 , V 2 ] 

«f(-V2 )f(VÍ2 )^0<=>(k-2V2 )(k + 2>/2 )£0o -2>Í2 <k<2>Í2 


Khi dó, nghiém thuóc [- V2 , V2 ] lá t 2 = 


-1 + VT+ 


o sinx - cosx = 


2 . . n - 1 + V¡~+ k~ 

— o sm(x - - )=- 7 =— 

4 kv2 


- 1 + Vi + k"_. 7C 


= sina 


x — = a + 2kx 
4 

x - — - n - ol ± 2kx 

4 


<=> 


x = a + — + 2kn 
4 

x =-a + 2krr 

4 


,keZ. 


Váy pfiucmg trinh có hai ho nghiém. 

Truéfng hap 2: Phuang trinh (2) có 2 nghiém thuóc [- V 2 , V 2 ] 


<=> < 


A£0 

af(V2)£0 
af(-V2)*0 0 < 

2 

Khi dó, ta lán luot xét: 


1 + k 2 £0 
k(k + 2^¡2)¿0 
k(k-2y/2)¿0 ° 

-Vas-UVí 

k 


k>2>¡2 

k <, - 2 V 2 


• Vói t, = 


-l-Vl+" 


<=> sinx - cosx = 


-1 - Vi + k' í .. ti v -l-Vl + k' 


o sin(x-) = 

4 




= sina 


o 


x-= a + 2kn 

4 

x- — = n- a + 2kx 
4 


o 


x = a + — + 2kx 
4 

5x 

x =-a + 2kx 

4 


, k e Z. 


■ Vói t 2 = 


- i + Vi + k ; 


<=> smx - cosx = 


-1 + Vi + k"_n 


o sin(x - —) = 


- 1 +VuT 

kVí 


= sinp 


x - — = p + 2kx 

x - — = ti - P + 2 kx 
L _ 4 


x = P + - + 2k7t 

4 

x = ~ - p + 2kn 


, k e Z. 


Váy phuang trinh có bón ho nghiém. 
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Bái táp 33. Dát t = sinx - cosx, diéu kién 111 £ 4l , suy ra sinx.cosx = 


l-t ¡ 


Khi dó, phucmg trinh có dang: 

mt + I - r = m a f(t) = t 2 -mt + m- l= 0co 


co 


sin x - eos x = I 
t = m -1 


<=> 


n 4l 

sm(x 

4 2 <=> 

t = m - 1 


t = l 

t = m - 1 
x = n + 2k n 


x = — + 2krc , k € Z. 
2 


t = m - 1 (*) 


Vói m = 1 + V2 ta di giái thém phucmg trinh: 


t = V 2 <=> sinx - cosx = >2 o x = — + 2kíc, k e Z. 

4 

Váy, vói m = 1 + V 2 phucmg trinh có ba ho nghiém. 
b. De phucmg trinh có dúng hai nghiém thuóc [0. n] diéu kién lá: 
(*) vó nghiém hoác có nghiém báng 1 

m > 1 + y[l 

<=> I m < 1 - V 2 . 
m = 2 




I m - 11> V2 
m -1 = 1 


Váy, vói m e (- 00 , 1 - V? ) u (1 + >¡2 , +<») u {2 } thoá man diéu kién 
dáu bái. 

Bái táp 34. -1 - 4 V 2 ímsl - 4>/2 . 

Bái táp 35. 

a. Diéu kién: 

sin2x*0 Ísin2x*0 . . . kn . „ 

* o < ’ o sin4x * 0 o x * —, k e Z. 

1 »- eos4x * 0 |2cos‘2x*0 4 

Bién dói phuang trinh ve dang: 

1 - cos 2 4x = 2sin4x.sin2x co sin 2 4x = 2sin4x.sin2x 

(un4t*<> sin2«*0 

<0 sin4x = 2sin2x o 2sin2x.cos2x = 2sin2x co cos2x = 1 loai. 
Váy, ¡phucmg trinh vó nghiém. 

b. Diéu kién: 

f sin x 0 ( 

^ sin2x*0 . . _ kn , _ 

eos x * 0 o < o sin4x * 0 co x * —, k e Z. 

cos2x*0 4 

cos2x*0 
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Qiu.rn^ II: Phir < tpK.iriii|i v a hé phmw|g tri flh I tf jn^iác 


Ta có: 


cotg 2 x - tg 2 x = 


eos 4 x - sin 4 x 
sin 2 x.cos 2 x 


eos 2 x - sin 2 x 
- 


4cos2x 
sin 2 2x 


— sin 2 2x 

4 

Do dó, phircmg trinh diroe bié'n ddi vé dang: 

4 

— - - = 32cos 2 2x c=> 1 = 2sin 2 4x o cos8x = 0 

sin 2x 

<=> 8x = — + kn o x = — + —, i eZ thoá man diéu kién 
2 .16 8 

Vay, phircmg trinh có mót ho nghiém. 

Bái táp 36. 

a. Diéu kién: 

cos2x * 0 <=> 2x * — + krc o x * — + —,keZ. 

2 4 2 


(*) 


Bié'n dói phircmg trinh vé dang: 

6sinx - 2cos 1 x = 5sin2x.cosx o 6sinx - 2cos'x = 10sinx.cos 2 x (1) 

■ Vói cosx = 0 <=> x = — + kit, k g Z. 

2 

(1) <r> 6sin( y + kn) = 0 mftu thuán. 

Vay phircmg trinh khóng nhan x = y + kn lám nghiém. 

“• • Vói cosx * o o x * — + kit, k e Z. 

2 

Chia hai vé' cua phirong trinh (1) cho cos’x^O, ta diroe 

6(1 + tg 2 x)tgx - 2 = lOtgx o 3tgx - 2tgx -1=0 
o (tgx - 1 )(3tg 2 x + 3tgx + 1) = 0 

<=> tgx = 1 o x = — + kit vi pham diéu kién (*). 

4 

Vay, phircmg trinh vó nghiém. 
b. Diéu kién: 


sin2x * 0 


k n 


eos x * 0 o sin2x *0<=>2x*k7tox* — , k e Z. 

2 

sinx^O 
Bié'n ddi phirong trinh vé dang: 

(sin 2 x + eos 2 x) 2 -2sin 2 x.cos 2 x _ 1 sin 2 x + cos 2 x 
sin2x 2 cosx. sin x 


(*) 


1 - -sin 2 2x 

2 


1 


sin2x sin2x 
Vay, phirong trinh vó nghiém. 


o sin2x = 0 loai. 
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Ba ¡ táp 37. 

a. Bien dói tuang duang phircmg trinh vé dang: 

2sin2x.cosx + sin2x rz (2cosx + l)sin2x 


2 eos 2x. eos x + cos2x 


= 75 


2 eos x + 1 * 0 

O r- <=> \ 

tg2x = V3 


o 


2tt 

x * ±— + 2kn 
3 

71 kTt 

X = — +- 

6 2 


<=> 


eos x * — 

2 

2x = — + k7t 
3 


x = — + kTt 
6 


X =-+ 2k7T 

3 


(2cosx + l)cos2x 


1 


k g Z. 


Váy, phirong trinh có hai ho nghiém. 
b. Diéu kién: 

2sinx.cosx - i * 0 <=> sin2x * 1 <=> x * — + kn. k g Z. 

4 

Bié'n dói phuang trinh vé dang: 

1 + 2sin 2 x - 3 Y 2 sinx + sin2x = sin2x - 1 


(*> 


km *lsl 


75 


o2sin 2 x- 3V2 sinx+ 2 = 0 o sinx =— <=> x= — + 2kn, k g Z. 

2 4 

Váy, phuang trinh có mót ho nghiém. 

Batí táp 38. 
a. Diéu kién: 

sinx * 0 . ^ k7t 


3tü 


o sin2x ií0o2x7sknox / — ,ke Z. 
eos x * 0 2 

Ta có: 

sin3x - cos3x = 3sinx - 4sin 1 x - 4cos'x + 3cosx 
= 3(sinx + cosx) - 4(sin'x + cos’x) 

= (sinx + cosx)[3 - 4(sin 2 x + cos 2 x - sinx.cosx)] 
= (sinx + cosx)(2sin2x - 1). 


(*) 


1 t 1 


sin x +cosx 2(sinx + cosx) 


sin x eos x 


sinx.cosx 


sin2x 
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OmiTAs L!; ptu ft flmrl oi üAJ* da t an ’ rl tih jii fc 


Do dó, phircmg trinh diroc bié'n dói vé dang: 

2(sinx + cosx) 

2(sinx + cosx)(2sm2x - 1) =- 

sin2x 

<=> (sinx + cosx)(2sin2x - l)sin2x = sinx + cosx 
o (sinx + cosx)(2sin 2 2x - sin2x - 1) = 0 

tgx = -1 

sin x + eos x = 0 


o 


2sin 2 2x -sin2x -1 = 0 


• o 1 
sin2x = — 

2 

sin2x = 1 


o 


x = — + kn 

4 

2x = + 2kn 

6 

. 7n 
2x = — + 2kn 
6 

2x = —+ 2k n 
2 


X =-+ k7T 

4 

X = —— + k7l 
12 

7n v 
x = — + kn 

12 

x = — + kn 
4 


n kn 

x = —+— 

4 2 

x = —— + kn, k e Z. 

12 

7n 

x = — + kn 
12 


Váy, phuong trinh có ba ho nghiém. 

Diéu kién: 

cosx - sinx * 0 <=> tgx * 1 o x * — + kn, k € Z. (*) 

4 

Bié'n dói phiromg trinh vé dang: 

sin’x + cos'x = cos2x.cosx - cos2x.sinx 

o sin'x + cos'x = — (cos3x + cosx) - — (sin3x - sinx) 

2 2 

es 2(sin’x + cos’x) = 4cos’x - 3cosx + cosx - 3sinx + 4sin'x ■+ sinx 
o sin’x + cos'x - sinx - cosx = 0 o (sinx + cosxX 1 - smx.cosx - 1) = 0 


es — (sinx + cosx)sin2x = 0 <=> 
2 


sin x + eos x = 0 


sin 2x = 0 


tgx = -1 

sin2x s= 0 


<=> 


x = — + kn 
4 <=> 

2x = kn 


x = — + kn 

4 


x = 


kn 


, k € Z. 


Váy, phircmg trinh có hai ho nghiém. 

Bái táp 39. 

a. Diéu kién: 


sin x * 0 
cosx * 0 


kn 


es sin2x*0<=>2x*knox* — , k € Z. 


(*) 
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Bien dcSi phircmg trinh vé dang: 

2(sinx + cosx)sinx.cosx = sinx + cosx 

. sin x + eos x = 0 

o (sinx + cosx)(sin2x - 1) = 0 


sin2x = 1 


tgx = -1 
sin2x = 1 


n i, 

x =-+ kn 

4 

2x = — + 2kn 
2 


<=> 


n 


x =-+ kTt 

4 7t kx _ 

o x = — + —, k g Z. 
7i 4 2 

x = — + krc 
4 


Váy, phircmg trinh có mót ho nghiém 
b. Diéu kién: 

1 - sin x * 0 
[cosx * 0 

Bién dói phircfng trinh vé dang: 

. i x 


o 


sin x * 1 „ 7t , . _ ... 

ocosx^OoxTt — +k7t,k e Z. (*) 
eos x * 0 2 


(sin 2 — + eos 1 —) 3 -2sin 2 —.eos 2 — 

---- - ---— = - (1 + sinx) + (1 + sinx)tg 2 x 

1 - sin x 2 

l--sin 2 x 

---= (1 + sinxX — + tg^x) o 2 - sin 2 x = (1 - sin^xX 1 + 2lg 2 x) 

1-sinx 2 


n 


kTt 


1 + cos 2 x = cos 2 x + 2sin 2 x o cos2x = 0 o x = — + — , k g Z. 

4 2 

Váy, phiícmg trinh có mót ho nghiém. 

Bái táp 40. 
a. Diéu kién: 


sin2x * 0 
cot g2x - cos2x * 0 


o < 


sin2x * 0 
cos2x 


l sin2x 


cos2x * 0 


c> < 


sin2x * 0 
cos2x * 0 
sin2x * 1 


kTt 


o sin4x *0o4x*krc<»x* — , k g Z. 

4 


(*) 


Bié'n dói phiícmg trinh vé dang: 

3 ( 


cos2x * ^ 
+ cos2x 


sin2x 

cos2x 


- cos2x 


y „ v 3(1.+sin2x) ^ v 

- = 2(1 + sin2x) o —*-=- = 2(1 + sin2x) 

1 -sin2x 


sin2x 

o 3(1 + sin2x) = 2(1 - sin 2 2x) o 2sin 2 2x + 3sin2x +1=0 


x =-+ ktt 

12 



sin2x = -1 loai . 

2x = -—+ 2kn 

o 

„ 1 o 

sin2x = -- 

L 2 

6 O 

. 7ti 

2x = — + 2k7t 

L 6 L 


7tt 

x = — + kTt 
12 


,k g Z. 
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b. Diéu kién: 

eos x * 0 
sin2x * 0 


sin2x * 0 


<=> tgx + cotg2x * 0 

tgx + cotg2x * 0 

cot gx * 1 

cot gx * 1 

Bién dói phirong trinh vé dang: 

1 _ V2(cosx-sinx) ^ sin2x.cos x _ ^ 


sinx cos2x 

- -f-- 

cosx sin2x 


cosx 


sinx 


cos(2x - x) 


/— V2 7t 

o 2sinx = V2 <=> cosx = — o x = ±— + 2kjt, k € Z. 

2 4 

Kiém tra diéu kién (*) ta chi nhén diroc nghiém x = + 2kn. k e Z. 

4 

Vay, phircfng trinh có mót ho nghiém. 

Bái táp 41. 

a. Nhan xét ráng: 

# 

cotg(x + 7 ).cotg( 7 - X) = cotg(x + 7 ).tg( 7 - 7 + x ) 

3 o 3 2o 

= C0tg(X+ y).tg(X+ ^j)= 1. 

Tir dó, ta lán lucrt có: 

■ Diéu kién có nghia cüa phircmg trinh la: 

r 

sin(x + —) * O 

- ^ osin( 2 x+ — )* 0 <=>x*- — + —^,keZ. (*) 

.ti 3 3 2 

cos(x + —) * O 
3 

■ Phircmg trinh diroc biér. dói vé dang: 

(sin 1 2 * 4 x + cos 2 x) 2 - 2sin 2 x ?os 2 x = — <=> 1 - — sh 2 2x = Z O 4sii 2 2x = 1 

8 2 8 

1 k7t 

<=>2(1 — cos4x) = 1 <vcos4x = — <=>x = ± — + —, k t Z. 

2 12 2 

Vay, phucmg trinh có mót ho nghiém. 

ktt 

b. Diéu kién sin4x * O o 4x * k 7 T <=> x* — ,keZ. 

4 

Bién dói phircmg trinh vé dang: 

1 2 1 1 l-cos 2 x 

- =-<=>- =- 

cosx 2 sin 2 x.cos 2 x sin 2 x cosx sin 2 x.cos 2 x 

1 2 sin 2 x ^ 


cosx 2sinx.cosx.cos2x 


<=> cos2x = sinx o 2sin 2 x + siix -1=0 
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sin x = -1 (loai) 

1 <=> 
sin x = — > 

2 


x = — + 2k7t 
6 

5n 

x = — + 2 kti 
6 


,keZ. 


Váy, phirong trinh có hai ho nghiém. 
Bai táp 42. 
a. Diéu kién: 

!cos3x * 0 


sin2x * 0 


o < 


eos 3x * 0 
sin4x * 0 


o < 


7i kn 
x * — + — 
6 3 


eos x * 0 
sin4x * 0 
Bién dói phirong trinh vé dang: 

2(tg3x - tgx) + (tg3x + cotg2x) = 
2 sin 2x eos x 


x * 


kTi 


k e Z. 


(*) 


sin4x 

2 


cos3x.cosx cos3x.sin2x sin4x 
O 4sin4x.sinx + 2cos2x.cosx = 2cos3x 

o 4sin4x.sinx + cos3x + cosx = 2cos3x o 4sin4x.sinx = cos3x-cosx 

<•> 1 

c> 8sin2x.cos2x.sinx = -2sin2x.sinx co cos2x = — = cos2a 

4 

o 2x = ± 2a + 2kn co x = ± a + krc, keZ. 

Vay, phircmg trinh có hai ho nghiém 

b. Diéu kién sinx * 0 co x * kn, k e Z. (*) 

Bién dói phirong trinh vé dang: 

sin 4 x - sin'x + 1 - sinx = 0 o (sinx - l)sin 3 x - (sinx - 1) * 0 

co (sinx - 1 )(sin\ - 1) = 0 co sinx = 1 ox = - + 2k7t, keZ. 

2 

Váy, phiícmg trinh có mót ho nghiém. 

Bái táp 43. Bién dói phircmg trinh vé dang: 

x x , . x x, ..x x iv . x x . n 

sin-eos— = (sin-eos— )co(sin-eos-lKsin-eos— )=0 

2222 22 22 


V2s¡n(—-—) = 1 
2 4 

X X 

sin — = eos — 

2 2 


sin<T—) = # Í’‘ = K + 


2 4 

,§=■ 


co 


Lán lutrt kiém tra các nghiém cho diéu kién 


4k7i 

x = 27t + 4k7t,keZ 

x = —+ 2krt 
2 

<, chúng ta nhán 


diróc nghiém cüa phircmg trinh lá x = —, x = ti, x = 2n vá x = —. 

2 2 
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Clwnx II PhtfWK »nnh y* ht ph^nu; <rtah éíís 


Bái táp 44. Bién dói phirang trinh vé dang: 

cosóx.cosx - ^ (cosóx + cos4x) = 0 • 

o cosóx.cosx - cosóx.cosx = 0 <=> (cosóx - cos5x)cosx = 0 

2k n 

l x = 

6x = ±5x + 2kn 


cosóx = cosóx 
eos x = 0 


x = — + krc 
2 


o 


11 


x = 2krt , k e Z. 

x = — + kn 
2 


Lán lncft kiém tía các nghiém cho diéu kién I x | < 2 chúng la nh¿n diroe 

k 2kic 

nghiém cúa phircrng trinh la x = ±—, x =-vói k = 0, ±1, ±2, ±3. 

2 11 

Bái táp 45. Bién dói phircmg trlnh vé dang: 

sin(2x + —) - 3cos(x + —) = 1 + 2sinx c=> cos2x + 3sinx = 1 f 2sinx 
2 2 

co 1 - 2sin 2 x = 1 - sinx <=> 2sin 2 x - sinx = 0 


sin x = 0 

1 <=> 
sin x = — 

2 


x = kn 

x = —+ 2krc 
6 

ón 

x = — + 2kn 
6 


X€(^.ÍX) 

2 


x = n, x = 2n 
13n 


x = 


ón 17 íi 

x =—. x =- 

6 6 


Váy, phifcfng trlnh có Ó nghiém. 

Bái táp 46. Tim tóng các nghiém thoá man 1 ^ x £ 70 cüa phircmg trlih: 

_ , eos 2 x - eos 1 x -1 

cos2x - tg x = - 


eos 2 x 


Diéu kién cosx * 0 <=> x * — + krc, k e Z. 

2 

Bién dói phircmg trinh vé dang: 

2ccs 2 x - 1 - tg 2 x = 1 - cosx - (1 + tg 2 x) 
<=> 2cos 2 x + cosx - 1 = 0 o 


(*> 


<=> 


cosx = -1 

1 <=> 
eos x = — 

2 


x = n + 2kx 

n 2k n 

7j <=> X = — + - 

x = ±— + 2kn 3 3 

3 


, k e Z. 


Vdi các nghiém thoá man 1 ¡S x £ 70, ta diroc: 

. ^ n 2kn 3-n ^^ 210 — 71 k#/ r-rr 

1 £ — +-£ 70 o-$ k á- => k = 0,32 . 

33 2n 2n 

Tür dó, ta nhán diroc: 

S = i (7t + 3n + Ó7t + ... + óóti) = 363tc. 
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CHÚ DÉ 3 

NHÜNG PHl/ONG TRÍNH LUONG GIÁC KHÁC 


I. TÓM TÁT LY THUYÉT 

Cá >c phircmg trinh luong giác rát da dang khóng the có mót cóng thúc 
chung: náo dé giái moi phuong trinh luong giác, boi váy cán thiét su dung các 
phép Ibién dói luong giác thóng thucmg dé dirá phuong trinh ban dáu vé các 
dang cc bán. Chúng ta dua ra mót nguyén tác chung thucmg düng khi giái 
phiramg trinh lugng giác. 

Thióng thucmg phái thuc hién các viéc sau: 

• N'éu phuong trinh chura nhiéu hám luong giác khác nhau thi bién dói 
turong dircmg vé phuong trinh chi chura mót hám. 

• N«éu phircmg trinh chira các hám luong giác cüa nhiéu cung khác nhau thi 
bitén dói tucmg duong vé phuong trinh chi chura các hám luong giác cua 
miót cung. 

vSam khi bién dói nhir trén néu phuong trinh nhán duoc khóng có dang quen 
thuóc thi có thé di theo hai hiróng: 

Hu&ng thú nhát. 

Bién dói phircmg trinh dá cho dé dua vé viéc giái các phuong trinh don 
gián qiuen thuóc. Các phuong pháp bién dói theo huóng náy góm có: 

Phucfmg pháp dát an phu 

Dé dirá phuong trinh vé viéc giái mót phuong trinh dai sÓ. 

Thi dut: Giái phuong trinh 

2cos 2 x = sinx + 1. 

Lái giuii 

Bién dói phuong trinh vé dang: 

2sin 2 x + sinx -1=0. 

Dátt t = sinx diéu kién t|< 1, ta dupc 

tftl-l=0o ,== ~‘ . 

l = -l/2 

Phucfnig pháp ha bác 

Néiu phuong trinh cán giái có bác cao thi düng cóng thúc ha bác dé bién 
dói vé b*c tháp hon. 

Thi dut : Giái phuong trinh 

sin 2 3x - sin 2 2x - sin 2 x = 0. 

Lái giuii 

Biéfn Jói phuong trinh vé dang: 

-— x - sin^x - -—- o o (cos6x - cos2x) + 2sin 2 2x = 0 

o - 2sin4x.sin2x + 2sin 2 2x = 0 o - 2sin2x(sin4x - sin2x) = 0 
o - 4sin2x.cos3x.sinx = 0. 
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Phirong pháp bien dói thanh phucmg trinh tích 
Thí du: Giái phircmg trinh 

sin2x + sin4x = 2cosx 

Lái giái 

Bié'n dói phircmg trinh vé dang: 

[ eos x = 0 

2sin3x.cosx = 2cosx <=> 2cosx(sin3x - l) = 0« 

sin 3x = 1 

Phucmg pháp tóng các só hang khóng ám 
Thí du: Giái phircmg trinh 

2sin 2 x - 2 V 2 sinx + 3tg 2 2x - 2 V3 tg2x + 2 = 0 

Lái giái 

Bién dói phucmg trinh vé dang: 

I. V2 


(V 2 sinx- l) 2 + (Va tg2x - 1) 2 = 0<=> 


sin x = 


Phucmg pháp dánh giá düng dé giái các phircmg trinh khóng máu mure. 
Thí du: Giái phucmg trinh 

cosx.cos2005x = 1. 

Lái giái 

Ta có | cosx | va | cos2005x | £l. 

Suy ra phucmg trinh da cho tuemg duemg vói hé: 
í eos x = -1 & eos 2005x = -1 


eos x = 1 & eos 2005x = 1 


o x = kn. 


Phucmgpháp hám só': sil dung các tính chá't cüa hám só dé giái phuoig trinh. 
Thí du: Giái phucmg trinh: 

2 COM - 2 M "* = sinx - cosx. 

Lái giái 

Bié'n dói phucmg trinh vé dang: 

2 cmx + cosx = 2*“" + sinx. 

Xét hám só f(t) = 2' + t dóng bié'n trén R. 

Váy, phucmg trinh duoc viét duói dang: 

f(cos\) = f(sinx) <=> cosx = sinx o x = — + krc, keZ. 

4 

Huáng thú hai: 

Düng láp luán kháng dinh phucmg trinh cán giái la vó nghiém. 

Thí du: Giái phucmg trinh 

sin2x - cos2x = tgx + cotgx (1) 

Lái giái 

- Vétrái cüa (1) ta có | sin2x-cos2x |£>/2. 

- Vé phái cüa (1) ta có | tgx + cotgx | £ 2. 

Váy, phucmg trinh (1) la vó nghiém. 
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n. CÁC PHUONG PHÁP GIÁI PHUONG TRINH LUONG GIÁC VA BÁITÁP 


Bilí toán 1: Giái phucmg trinh lircmg giác báng phiromg pháp dát án phu. 


PHl/ONG PHÁP CHUNG 

Chúng ta thirc chát dá lám quen vói phuong pháp dát án phu dé giái 
phuong trinh lucmg giác trong các chü dé 

■ Phuong trinh bác 2 va bác cao dó'i vói mót hám só' lucmg giác. 

■ Phuong trinh dáng cá'p bác 2 va bác cao dó'i vói sin va eos. 

■ Phuong trinh dó'i xúmg. 

Trong bái toán náy chúng ta xét thém nhüng truemg hop khác, bao góm: 

1. Moi phucmg trinh luong giác déu có thé thuc hién viéc dai só' hoá 
thóng qua hám tg, cu thé né'u dát t = tgx thl: 

cotgx = |, 

2t ’ 1-t 2 2t 

sin2x =-—, cos2x =--, tg2x --- 


2. Dát t = —— hoác t = —, diéu kién 111 ^1. 
sin x eos x 


3. Dát t = a.sinx + b.cosx,diéu kién |t|^Va 2 +b 2 . 

BÁI TAP TV LUÁN VA TRÁC NGHIÉM 
Bái láp 1: Giái các phucmg trinh: 
a. 1 + 3tgx = 2sin2x. 


□ 

x = — + k7t, k € Z. 

2 

□ 

x = — + k?i, k e Z. 

6 

a 

x = — + k?t, k e Z. 

4 

a 

x = -— +krc,k € Z. 
4 

sin2x + 2tgx = 3. 


. 

a 

x = - — + k7t, k e Z. 

2 

a 

x = -— 4-kn,k e Z. 
6 

a 

x = -— +k7t,k g Z. 

4 

□ 

x = — + k7t, k e Z. 

4 


Bái táp 2: Giái các phuong trinh: 

a. I + 3sin2x = 2tgx. 

Bái táp 3: Giái các phucmg trinh: 
x 

a. cosx + tg— = 1. 

6 2 


b. 6tgx = tg2x. 


□ x = krc váx= — +k7t,k e Z. □ x=k3iváx=—+tot,keZ. 

4 3 

□ x = k7iváx = -^ +k7t,k€Z. □ x=-- +lot>áx=-- +kJt,keZ 

4 4 3 
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kflgmumü guazm eibi 


b. 

* \ 

2 + cosx = 2tg —. 

*2 


□ 

x = + 2kn, k € Z. □ x = 

2 


□ 

x = -— + 2kn, k g Z. □ x = 

4 

Bái táp 4: 

Giái các phuong trinh: 

a. 

(1- 

tgx)(l + sin2x) = 1 + tgx. 

• 

□ 

x = kn va x = - — + kn, k e Z. 

4 

• ’ fl ' 

□ 

x = kn va x = — + kn, k g Z. 

4 


□ 

x = — + kn va x = - — + kn, k g Z. 

4 3 


□ 

x = + kn vá x = + kn, k € Z. 

4 . 3 

b. 

4sin 2 x - tg 2 x = 1. 


□ 

x = kn, k g Z. □ x = 


□ 

x = ±— + kn, k g Z. _ 

6 □ x = 

c. 

(cosx - sinx)cosx.sinx = cosx.cos2x. 


□ 

x = — + kn va x = + kn, k g Z. 

2 4 


a 

x = ± — + kn, k e Z. 

4 


□ 

x = -— + kn vá x = - — + kn, k g Z. 
, 4 3 

• 

* 

□ 

x ® — + kn vá x * — + kn, k e Z. 

2 4 

Bái táp 5: 

Cho phircmg trinh: 



cotg 2 x + —+ 2m - 1 = 0. 
sin x 

a. 

Giái phircmg trinh vói m = 1. 

• • 


□ 

x = -—+2kn,k g Z. x = 

2 


□ 

x = — + 2kn, k g Z. □ x = 

2 




- +2k7i,keZ. 
2 

— + 2kn, k g Z. 
4 


±- +k7c,keZ. 

3 

±— + kn, k g Z. 

4 


- + 2kn,kGZ. 

3 

- +2kJC,keZ. 

4 
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b. Tim m dé’ phirong trinh có nghiém thuóc ( - —, — 

6 6 


U (-c°,-I]u[ 4 , -ko). 


1 


□ (-oo, 4 - 2V2 ] u [ i, +00). 


□ (-00, - 4 ] u [ —, +00). □ (-00,-i ] kj [4 + 2V2 , +00). 

2 2 

Bái táp 6: Cho phirong trinh: 

4 

4tg 2 x - 2m( 1 + tg 2 x)tgx + —— = 0. 

eos x 


a. Giái phircmg trinh vói m = -5. 

□ x = — + 2k7i, k € Z. 

2 

□ x = — + 2kít, keZ. 

3 


□ x = — + 2kn, k g Z. 

4 

□ x = — + 2k7t, k g Z. 

6 


b. Tim m dé phirong trinh có nghiém. 

□ -5<;m£0. □ 0 £ m < 3. □ 3£m£5. □ |m| £5. 

Bái táp 7: Cho phircmg trinh: 

, 2 

(1 - m)tg 2 x-+ 1 + 3m = 0 

cosx 


_ • 1 

a. Giái phirong trinh vori m =— 

Q x = ktt, k G Z. 

□ x = ±— +2kit,k g Z. 

• 6 


□ x = ±— + 2krc, k g Z. 

3 

□ x = ±— +2kx,k g Z. 

4 


b. Tim m dé phuong trinh có nhiéu hon 1 nghiém trong khoáng (0, — ). 

2 


a me(±,3)\|I). 

□ me(i, 1)\{ ■- ). 

Bái táp 8: Cho phircmg trinh: 


□ m g (0, 2)\{ ~ }. 

□ m g ( y , 3)\{ 2}. 


4 + cos 2 x + m( —— + cosx) -3 = 0. 


eos 2 x 


cosx 


a. Giái phircfng trinh vói m = - - 

□ x = — + ktt, k g Z. 

2 

□ x = k7t, k g Z. 


□ x = — + 2ktt, k g Z. 
4 

. □ Vó nghiém. 
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b. Tim m dé phircmg trinh có nghiém thuóc (O, —). 

« 2 

9 5 _ 1 9 5 

□ mí —. □ mí —. □ O í m í —. □ — < rc í -. 

4 2 2 4 2 

Bái táp 9: Cho phircmg trinh: 

3cosx + 4sinx +--- = m. 

3cosx + 4sinx + 1 

a. Giái phircmg trinh vói m = 6. 

• □ x = krc va x = — + kn, k e Z. 

3 

□ x = — + kx vá x = — + kit, k e Z. 

2 4 

□ x = -a + kx va x =-a + 2krc, k € Z vói tga = —. 

2 4 

n 4 

□ x = -a + k7cváx=y-a + 2krc, k e Z vói tga = —. 

b. Tim m dé phircmg trinh có nghiém thuóc (0,7t). 

□ (-oo, -6] u[-5, 1] u [24, +oo). 

a (-oo, -5J u (1, V24 ] u [5, + 00 ). 

□ (- 00 , l - V24 ] u (l + >/24 , + 00 ). 

□ (- 00 , -6] u [-5 , 1 - V24 ] vj [ 1 + >/24 , + 00 ). 


Bái toán 2: Giái phircmg trinh limng giác báng phircmg pháp dói bien 


PHÜONGPHÁP CHUNG 

Ta str dung bién t dé chuyén phircmg trinh ban dátrvé phuóng trirh chura 
các cung t, 2t, 3t.kt, rói str dung các cóng thúrc góc nhán dói, nhán Va ... 


BÁI TÁP TV LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 
Bái táp 10: Giái các phircmg trinh sau: 

a. sin3x + 2cos( — - x) = 0. 

6 

□ x =-K7T, x =-kit va x = — + kn % k e Z. 

3 6 2 

□ x = — - krt, x = - — - ktt vá x = n + k?t, k e Z. 

3 4 

□ x = — - kx, x = — - kíi vá x = + kit, k e Z. 

4.3 2 

□ x = — - krc, x = — - kn, x = — - krc, k e Z. 

6 3 4 
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b. cos3x = 2sin(x + —). 

6 

□ x = — - kTt, x = - — - kTt va x = -7t + k7t, k g Z. 

3 4 

71 t 271 7t , , _ 

□ x =- kTt, x =-+ k7i va x = — + kn, k € Z. 

4 3 2 

5 71 7t 7T , - rw 

□ x =-+ kTt, x =-kTt, x =-kTi, k e Z. 

6 3 4 

□ x = - — + k7i, x = - — + kTt va x = -ti + krt, k g Z. 

6 3 

Bái táp 11: Giái các phircmg trinh sau: 

. 3x 71 371 x 

a. sm(— + —) = 3sin(-). 

2 10 10 2 


□ x =-2k7t, k g Z. 

4 

□ Vó nghiém. 


ü x = — + kTt, k g Z. □ x=-2k7t, k g Z. 

2 5 

□ x = k7t, k g Z. □ Vó nghiém. 

b. sin( — + —) = 3sin( — - — 

2 4 4 2 

□ x =-2k7t, keZ. □ x = — - 2k7t, k g Z. 

2 4 

□ x = 2kn, k g Z. □ Vó nghiém. 

Bai táp 12: Giái các phircmg trinh sau: 

2n 

a. cos9x + 2cos(6x + —) + 2 = 0. 

J x= — + —,x = -~+k7tváx = -— +k7t, kcZ. 
18 3 3 2 

□ x = -— +k7t, x= — + — ,x= — - kTt, kcZ. 

6 9 3 4 

□ x = - — + —, x = - — + kTt va x = -7t + kit, k g Z. 

18 3 3 

7t kTt 7t kTt Tt kTt , _ 

□ x = — + —, x = — + — va x =-+ —, k g Z. 

18 3 9 3 18 3 

, 6x _ _ 8x 2x 

b. eos — + 2 = 2cos — + eos —. 

5 . 5 5 

Q x = k7t va x = ±a + k7t, k g Z vói tga = 2. 

Q x = 2kTt vá x = ±a + kTt, k g Z vói sina = —. 

4 

_ 5k7t x 5a .. . _ 1 

□ x =- va x = ± — + 5k7t, k g Z ven cosa = —. 

4 2 4 

^ 3k7t . a n 1 

□ x =- vá x = ± — + 5k7t, k g Z voi cotga = —. 

5 5 3 
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Bái toán 3: Giái phucmg trinh lucrng giác sú dung cóng thúrc ha bác. 


PHÜONGPHÁP CHUNG 
Ta thirc hién theo các buóc sau: 

Buóc 1: Dat diéu kién dé phucfng irlnh có nghía. 

Buóc 2: Thuc hién viéc ha bftc cüa phuong trinh báng các cóng thúc: 
Ha hác dcm : 


1. sin 2 x = ^ (1 - cos2x) 

2. cos 2 x = (1 + cos2x) 


3. tg^= 


sin ¿ x l-cos2x 


eos 2 x 


1 + eos 2x 


4 cdffx- COs2 X ~ * +C05 ^ X 
sin 2 x 1 -cos2x 


5. sin'x = ^(3sinx - sin3x) 

6. cos'x = (3cosx + cos3x) 

i 3 sin x - sin 3i 

tgx =--~- 

3 eos x + eos 3i 

i 3 eos x + co; 3x 

cotgx =----- 

3sinx-sir3x 


Ngoái ra con có sinx.cosx = — sin2x. 

Ha hác toán ene: Chúng ta dá duoc biét trong dang phircfng trinh 
hón hop chura sin n x va cos"x. 

Ha hác dól xvmg: Giá sCr cán bién dói biéu thúrc dang: 

A = sinYcos3x + cosYsin3x 

ta có thé lúa chon mót trong hai cách sau: 

• • 

Cachi: Tacó: 

A = sin 2 x.sinx.cos3x + cos 2 x.cosx.sin3x 
= (1 - cos 2 x).sinx.cos3x + (1 - sin 2 x).cosx.sin3x 
= sinx.cos3x + cosx.sin3x - (cosx.cos3x + sinx.sin3x)siix.cosx 

= sin4x - — cos2x.sin2x = sin4x - — sin4x = — sintx. 

2 4 4 

Cách 2: Ta có: 

A = — (3sinx - sin3x)cos3x + — (3cosx + cos3x)sin3í 
4 4 

3 3 

= — (sinx.cos3x + cosx.sin3x) = - sin4x. 

4 4 

BÁI TÁP TV LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 
Bái táp 13: Giái các phucmg trinh sau: 


a. sin 2 4x - cos 2 6x = sin( lOx + y). 

b. sin 2 x + sin 2 3x = cos 2 2x + cos 2 4x. 

c. sin 2 3x - cos 2 4x = sin 2 5x - cos 2 6x. 
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Bái táp 14: Giái các phirong tr)nh sau: 

a. sin 2 3x + sin 2 2x + sin 2 x = — . 

2 

H le JI . . t r — 

□ x = — + — vax = ±— + kn, k g Z. 

8 4 3 

ü x = — + kn va x = ± — + kn, k g Z. 

2 4 

n kn , , n , , „ 

□ x = — + — va x = ± — + kn, k e Z. 

4 2 6 

□ x = n + 2kn va x = ± — + kn, k e Z. 

12 

b. sin 2 3x - sin 2 2x - sin 2 x = 0. 

n kn , - «r# 

□ x = — + — va x = krc, k e L. 

8 4 

ir lc7c , kn , „ 

Q x = — + — va x = — ,k e Z. 

6 3 2 

n kn . kn . _ 

□ x = — + — va x = — ,keZ. 

4 2 3 

n 3kn ^ kn . „ 

□ x = — +- va x = —, k g Z. 

3 2 4 

Bái táp 15: Giái các phtrcmg trinh sau: 

a. sin 1 x.sin3x + cos’x.cos3x = —. 

4 


Q x = ±— + kn, k e Z. 
8 


□ x = ±— + kn, k g Z. 
4 


□ x = ±— + kn, k e Z. 

6 

b. sinVsin3x + cos , x.cos3x = cosMx. 

n kit . _ 

□ x = — + —, k € Z. 

6 3 

□ x = — + kn, k g Z. 

3 • 


□ x = ±— + kn, k g Z. 
3 


n kn . . 

□ x = — + —, k g Z. 

4 2 

□ x = —, k g Z. 

3 


c. cos'x.cos3x - sin3x.sin 3 x = cos ? 4x + — 

4 


n kn . , 

□ x = — + —, k g Z. 

24 12 

_ n kn , „ 

□ x = — + —, k g Z. 

12 6 


n kn „ 

□ x = — + —, k g Z. 

6 3 

□ x = — + kn, k g Z. 

3 
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J l ; P hffiSüi «r i -nh va he pbu«W}g ifjflh 


d. sin'2x.cos6x + sinóx.cos^x = 

8 

71 k k . 5n kn , „ 

□ x = — + — va x = — + —, k e Z. 

48 4 48 4 

7t krc , 5* kTt , ■ 

a x = —; + — va x = — + — , k g Z. 

36 3 36 3 

n kn , 5n kit . _ 

□ x = — + — va x = — + —, k g Z. 

24 2 24 2 

ti 2k7t „ 571 2k7i , _ 

□ x = — +- va x = — +-, k e Z. 

18 3 18 3 

Bái táp 16: Giái các phirong trinh sau: 

17 

a. sin K x + cos*x = —cos 2 2x. 

16 

7t kTt , „ 

□ x = — + —, k e Z. 

8 4 

71 kn . „ 

□ x= — + —, k e Z. 

6 3 

b. cos 4 x - cos2x + 2sin 6 x = 0. 

□ x = k7i, k e Z. 


7t k7C , _ 

□ x= — + —, k e Z. 

4 2 

71 2k7t , „ 

□ x = — +-, k e Z. 

3 3 


□ x = n + 2k7t, keZ. 


□ x = — + kTt, k g Z. 

3 

Bái táp 17: Giái các phtfong trinh sau: 

4 4 / 7t 1 

a. eos x + eos (x + —) = —. 

4 4 

□ x = kTt vá x = — + kTt, k g Z. 

4 


□ x = — + kTt, k € Z. 
6 


b. 


□ x = k7t vá x = — + k7t, k e Z. 

6 

□ x = — + kTt vá x = — + kTt, k g Z. 

4 3 

□ x = — + kn vá x = — + kTt, k e Z. 

3 6 


sin 10 x + eos 10 x 


sin 6 x + cos 6 x 

2 2 
4 sin 2x + cos 2x 


□ x = ±— + k7t, k g Z. 

4 

, 7t 

□ x = ± — 
6 

kTt . r, 

□ x = —, k g Z. 

* 1» 
-H 
II 
X 

a 
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Bái táp 18: Giái các phucmg trinh sau: 

a. 2cos ? x + 2cos 2 2x + 2cos 2 3x - 3 = (2sin2x + l)cos4x. 


n ktr 

□ x = — -f- — ,ke Z. 

8 4 

71 kn , _ 

□ x = — + —, k e Z. 

6 3 


7C kíT _ 

□ x = — + —, k e Z. 

4 2 

n 2k n , „ 

□ x = — +-, k e Z. 

3 3 


b. cos3x + sin7x = 2sin 2 ( — + —) - 2cos 2 —. 

' 2 4 2 

n k7i 7i , . • n kx , _ 

□ x = — + — ,x= — +k7ivax= — + —, k € Z. 

12 6 4 8 2 

n kTt n k7t . n kn . - 

□ x = — + —, x = — + — va x = — + — ,keZ 

12 6 4 2 6 3 

7t kit n kn „ n 2kn , „ 

□ x = — + —, x = — + — va x = — +-,keZ. 

4 2 8 2‘ 3 3 

71 2kn 71 k7t . , r» 

□ x = — +-, x = — + — va x = kn, k e Z. 

3 3 8 2 

Bái táp 19: Giái phucmg trinh: 

32cos 6 x = 1 + cosóx. 

Bái táp 20: Giái phucmg trinh: 


17n 


sin 2 2x - cos 2 8x = súK— 1 + lOx). 

Bái táp 21: Cho phucmg trinh: 

sin 2 [(x + l)y] = sin 2 (xy) + sin 2 [(x - l)y], 

Tim nghiém x, y cua phircmg trinh dé (x + l)y, xy, (x - l)y la só do các 
góc cüa tarn giác. 

Bái táp 22: Xác dinh m dé phircmg trinh : 

sin*x + cos 4 x + -im.sin4x - (2m + l)sin 2 x.cos 2 x = 0 


n n 


có 2 nghiém phán biét thuóc khoáng (—, —). 

4 2 

□ 2>/5 - 4 < m < —. 

• 2 

□ 2 < m < 2>/5 +4 □ - 2 V 5 < m < 6. 

Bái táp 23: Xác dinh m dé phucmg trinh sau có nghiém: 

sin 6 x + cos*x = m(sin 4 x + cos 4 x) 


□ 4 - 2 V 5 < m < —. 

2 


□ m > —. 
2 


□ 0¿mál. □ m< 0. 


1 


□ — <, m £ 1. 

2 


Bái táp 24: Cho phucmg trinh: 


sin 6 x + cos. 6 x 
eos 2 x-sin 2 x 


= 2m.tg2x. 
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a. Giái phucmg trinh khi m = —. 


□ x = — + 2kn, k e Z. 

3 

□ x = k7i, k e Z. 


ú x = — + 2krc, k e Z. 
4 

□ Vó nghiém. 


b. Xác dinh m dé’ phuamg trinh có nghiém. 

□ m £ —. □ 0£m^ —. □ m £ 2. 

8 8 

Bái táp 25: Tim m dé phucmg trinh sau có nghiém: 
sin 6 x + cos 6 x = m| sin2x | 

□ m£ —. □ Oámí-. □ m^l. 

4 4 

Bái táp 26: Tim tóng các nghiém cüa phucmg trinh: 


2cos 2 x + cotg 2 x = - 


sin 3 x +1 


. sin x 


thoá man 2 £ x < 40. 


m I > 


m I > — 
2 


Bái toán 4: Giái phucmg trinh lutmg giác báng viéc bién dói nó vé dang ích. 

PHÜÜNG PHÁP CHUNG 

Viéc bié'n dói phucmg trinh lugng giác vé phuung trinh tích phu thtóc váo 
các phép bién dói dang: 

Dang 1: Bién dói tóng, hiéu thánh tích. 

Dang 2: Bién dói tích thánh tóng. 

Dang .?: Lúa chon phép bién dói cho cos2x. 

Dang 4: Phucmg pháp luán hé só. 

Dang 5: Phucmg pháp háng só bién thién. 

Dang 6: Phuang pháp nhán. 

Dang 7: Sür dung các phép bién dói hón hop. 

Ta dua phucmg trinh cán giái vé dang tích: 


A.B = 0o 


A =0 
B = 0 ’ 


trong dó các phucmg trinh A = 0, B = 0 la các phucmg trinh có dang chiám. 

Vói các bái toán có tham só, dé xác dinh diéu kién sao cho phucm» trinh 
có dúng k nghiém trén mién D, cán chú y tói só nghiém cua mói phucm» trinh 
thánh phán. 


BAI TÁP TV LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 

Bái táp 27: 

a. sin 2 x + cos'x + sinx = 0. : 

b. (2sinx + l)(3cos4x + 2sinx - 4) + 4cos 2 x = 3. 
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Bá¡ táp 28: Giái các phircmg trlnh sau: 

a. 2sin’x + cos2x - sinx = 0. 

□ x = kn va x = — + , k € Z. 

4 2 

it kn . n . , _ 

□ x = — + — va x = — + krc. k e Z. 

4 2 6 

□ x = — + 2kn vá x = — + kn, k e Z. 

2 3 

k _ * « ye kye 

□ x = — + 2kn va x = — + —, k e Z. 

2 4 2 

b. sin3x - sinx + sin2x = 0. 

□ x = — + krc vá x = — + —, k e Z. 

4 8 2 

ye k7t ir krt , „ 

□ x = — + — vá x = — + —, k € Z. 

4 2 6 3 

□ x = — + vá x = kíi, k € Z. 

3 3 

n 2kn . . , „ 

□ x = — +-va x = krc, k e Z. 

3 3 

Bá¡ táp 29: Giái các phirtng trinh sau: 

, \ + eos x 

a. tgx = -- : —. 

1 - sin x 

□ x = n + 2kn vá x = + kx, k € Z. 

4 


□ x= — + kit vá x = 2kn. k € Z. 

4 

□ x = — + kn vá x = — + 2kx, k e Z. 

4 6 

□ x = — + + krc vá x = — + 2kn, k e Z. 

3 6 

. 2 1 + sin x 

b. cotg^x =-. 

1 + eos x 

ü x= — +kytváx = ~— + 2kn, k e Z. 

4 2 

ü x= — +kytváx= — + 2kn, k e Z. 

4 2 

□ x = — + kTt vá x = — + 2kx, k e Z. 

3 6 

O x = — + + kn vá x = -— + 2kn, k e Z. 
3 6 
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Bái táp 30: Giái các phucmg Irinh sau: 


í 1 - wOS' x 

a. tg'x =-. 

1 - sin 1 x 

Bái táp 31: Giái các phucmg trinh sau: 

a. cos 2 x + cos’x + 2sinx -2 = 0. 

2 

b. sin3x- ■= sin 2 x = 2cos2x.sinx. 

V3 

Bái táp 32: Giái các phircmg trinh sau: 

2 

a. 3ig3x + cotg2x = 2tgx ►- 

sin 4x 

b. cotgx - tgx = sinx + cosx. 

Bái táp 33: Giái các phucmg trinh sau: 

3(cos2x + cotg2x) ... 


b. tg ¿ x = 


2 1 + COS X 

l + sin x 


cotg2x - cos2x 


- 2sin2x = 2. 


□ x = — + kn va x = — + kn, k e Z. 

6 2 

□ x = — + kn va x = — + kn, k e Z. 

4 * 6 

□ x = — + kn va x = — + kn, k e Z. 

3 4 

□ x = — — + kn va x = — + kn, k e Z. 

12 12 


cosx cos5x 
cos3x cosx 


= 8sinx.sin3x. 


kn . ir , _ „ 

□ x = — va x = — + kn, k e Z. 

4 2 

kn . n kn , _ 

□ x = — va x = — + — ,ke Z. 

2 6 3 

, , ir kit . . 

□ x = kn va x = — + —, k e Z. 

8 4 

□ x = 2kn vá x = * + —, k e Z. 

4 2 

Bái táp 34: Giái các phuong trinh sau: 

a. 3 sin3x - V3 cos9x = 1 + 4sin'3x. 

b. 4cosx - 2cos2x - cos4x = 1. 

Bái táp 35: Giái các phucmg trinh sau: 

a. sinx + sin2x sin3x + sin4x + sin5x + sinóx = 0. 

, x 3x . x . 3x 1 

b. cosx.cos — .eos-sinx.sin— .sin— = —. 

2 2 2 2 2 
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Bái táp 36: Giái các phirong trính sau: 
a. sin3x.sin6x = sin9x. 

l-sin2x 


b. 1 + tg2x = 


eos 2 2x 


Bái táp 37: Giái các phuctng trính sau: 

a. sin’x - cos’x = sinx + cosx. 

b. 2cos2x - sin2x = 2(sinx + cosx). 
Bái táp 38: Giái các phircmg trính sau: 

a. sin'x + cos'x = sinx - cosx. 

□ x = — + krc, k e Z. 

3 

□ x = kTt, k e Z. 


n 


x = — + kTt, k € Z. 
2 

Vó nghiém. 


sin 2 x.cosx - cos2x + sinx - cos 2 x.sinx - cosx = 0 
□ 


ü 

□ 


x = n + 2k7t, x - + 2k n va x = — + kTt, k e Z. 

2 4 

2 ti jj 

x = n + 2krt, x =-+ 2k:i va x = — + kit, k e Z. 

3 2 


71 7t 

x = — + k7t, x = — + 2k7i vá x = kn, k e Z. 
4 6 

□ Vó nghiém. 

Bái táp 39: Giái các phircmg trinh sau: 
a. sinx(l + cosx) = 1 + cosx + cos 2 x. 


□ x = — k:r, k € Z. 

2 

□ x = 2k7t, k e Z. 


□ x = — + 2k7c, k e Z. 

2 

□ Vó nghiém. 


b. sin 2 x + 2sin 2 — - 2sinx. sin 2 — + cotgx = 0. 

□ x =-—+ kTt, k g Z. □ x= —+kít, keZ. 

4 4 

□ x = krt, k g Z. □ Vó nghiém. 

Bái táp 40: Tim x thuóc doan [0, 14] nghiém dúng phircmg trính: 

sin3x + sin2x = 5sinx. 

Bái táp 41: Cho phircrng trính: 

(2sinx - l)(2co$2x + 2sinx + m) = 3 - 4cos 2 x. 
a. Giái phirong trinh khi m = 1. 

□ x = — + 2kit, x * — + 2kn váx= — -f —, k g Z. 

3 3 4 2 

□ x — — + 2kn, x = — + 2kit vá x = — + —,keZ. 

6 6 4 2 

□ x = — + 2k7t, x = — + 2k7t vá x = k?t, k g Z. 

4 6 

□ Vó nghiém. 




b. Xác dinh m dé phircmg trinh có dúng 2 nghiém thuóc [0,7r]. 

□ me (-oo,-l)u(3,+oo)u {0|. □ m e (- 00 ,0) u (3,+ 00 ) u {l). 

□ me (-<x),-l)vj(0,4co)u |3). □ Vó nghiém. 

Bái táp 42: Cho phuong trinh: 

sin2(x - n) - sin(3x - n) = m.sinx. 

a. Giái phuong trinh vói m = 1. 

□ x = ±— + 2k7i vá x = — + kit, k e Z. 

3 2 

□ x = ±— + 2k7i vá x = -— + krc, k e Z. 

3 2 

□ x = ±— + 2k7t v a x = n + 2kn, k e Z. 

4 

□ x = ±— +2kn vá x = 2krt, k e Z. 

6 

b. Tim m dé phircmg trinh có ít nhát mót nghiém x * kn, k e ’L 

5^5 5 

□ m > —. □ 0<m< —. □ m < [ □ 

- 4 4 4 

Bái táp 43: Xác dinh m dé phircmg trinh: 

cos3x - cos2x + mcosx -1=0 


có dúng 7 nghiém thuóc khoáng (-—, 2n). 

□ m Z 1 □ 0<m<l. □ l<m<3 □ i fm<2. 

2 

Bái táp 44: Xác dinh m dé phirifng trinh: 

mcos3x + 4(1 - 2m)sin 2 x + (7m - 4)cosx + 8m - 4 =0 
có dúng 3 nghiém thuóc khoáng (0,2 n). 

□ m>0. □ l<m<2. □ 0<m<2. □ m<-. 

2 


Bái toán 5: Giái phircmg trinh luong giác báng viéc bién dói phucng trinh 
thánh tóng các dai luong khóng ám. 

PHLTONG PHÁP CHUNG 

Ta cán nhó các dai luong khóng ám trong luong giác, bao góm: 

A 2 , | B |, 1 ± cosx, 1 ± sinx, 

do dó dé su dung phuong pháp náy giái phuong trinh luong giác ta tiuc hién 
theo các buóc sau: 

Birác 1: Bién dói phuong trinh ban dáu vé dang: 

A| + A 2 +... + A„ = 0. (1) 

Buóc 2: Dúng láp luán kháng dinh A¡^ 0, Vi = l.n . 
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Bifói 3: Khi dó: 


Buár 4: 


(Do 



= 0 
= 0 

= 0 


Giái hé (I). 


(I) 


BÁI TÁP TV LUÁN VA TRAC NGHIÉM 
Bái táp 45: Giái phircmg trinh: 
a. cos 4 x + sin 6 x = cos2x. 

□ x = — + kn, k g Z. □ x = — + k?i, k e Z. 

4 2 

□ x = k7i, k g Z. □ Vó nghiém. 

b sin 2 x + — sin 2 3x = sinx.sin 2 3x. 

4 

71 _, 4 7t _, 71 . , _ 

Q x = — + 2k7i, x = — + 2kn va x = — + kn, k g Z. 

3 3 2 

□ x = — + 2kfl, x = — + 2k7t va x = kn, k g Z. 

3 3 

ü x = — + 2k7t, x = — + 2krc va x = - + kx, k e Z. 

4 4 2 

□ x = — + 2k7i, x = —— + 2k7i vá x = ktt, k g Z. 

6 6 

Bái táp 46: Giái phircmg trinh: 

9 

sin 2 x + sin 2 y + sin 2 (x + y) = —. 

4 

Bái táp 47: Giái phircmg trinh: 

lg 2 x + tg 2 y + cotg 2 (x + y) = 1. 

Bái táp 48: Giái phucrng trinh: 

x 2 - 2x.sinxy +1=0. 

Bái toan 6: Giái phircmg trinh lircmg giác báng phirctng pháp dánh giá. 

PHl/ONG PHÁP CHUNG 
Ta dánh giá phirang trinh dirá trén các dang: 

Danta /: Tính chát cúa các hám so lifcfng giác vá biéu thúrc lirqng giác. 
Danta 2: Phirefng trinh lirmig giác dang Pitago. 

Danta 3: Sú dung bát dáng thúrc Cósi. 

Dan}¡ 4: Sil dung bát dáng thúrc Bunhiacdpski 
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II. riiuwui: iii.m v« m mim'iiu itmu immi: cmi 


BÁITÁP TV LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 
Bái táp 49: Giái các phutmg trính: 
a. sin2x.cos8x = 1. 


x kx , _ 

□ x = — + —,ke Z. 

20 5 

□ x = kit, k g Z. 

b. sin’x + cos’x = (2 - sih*x). 

□ x = — + kx, k g Z. 

4 

□ x = kx, k g Z. 

c. (cos4x - cos2x) 2 = 5 + sin3x. 

□ x = — + 2kx, k € Z. 

3 

□ x = 2kx, k g Z. 

d. 4cosx - 2cos2x - cos4x = 1. 


x kx , 

□ x = — + —, k e Z. 

10 4 

□ Vó nghiém. 


x = — + kx, k g Z. 
2 


□ Vó nghiém. 


□ x = — + 2kx, k € Z- 
2 


□ Vó nghiém. 


x= — váx= — + 2kx,k g Z. 

2 4 

x = — va x = - — + 2kx, k g Z. 
• 2 4 

x = — + kx va x - 2kx, k g Z. 

2 

x = — + 2kx va x = kx, k g Z. 

2 


Bái táp 50: 


7 

a. sin 2 2x - tg 2 x = — cos2x. 

2 

. sin3x cos3x 2 
+ 


cos2x 
c. 2sin3x - 


sin2x 

í 


sin3x 
2cos3x + 


1 


sin x eos x 

Bái táp 51: Giái các phutmg trính; 

a. cotg2x + cotg3x + 


sin x. sin 2x.sin3x 


= 0. 


, sin4x + sin2x-4sin3x + 2cos2x-4 

D. -——----- = U. 

sinx-1 

Bái táp 52: Giái các phutmg trính: 
a. 7cos 2 x + 1995sin ,W4 x = 1995. 


□ x = — + kx, k g Z. 

2 

□ x = kx, k g Z. 


□ x = — + kx, k g Z. 

2 

□ Vó nghiém. 
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b. cos“x + sin l4 x = 1. 

kit . x „ 

□ x = — vá x = — + 2kn, keZ. 

2 13 

□ x= — váx= — + 2kx,k e Z. 

2 14 

□ x = — + 2kx va x = kx, k e Z. 

2 

□ x = — + kx vá x = 2kx, k e Z. 

2 

c. cos n x + sin l4 x = 1. 

□ x = — vá x = — + 2kx, k € Z. 

2 13 

□ x= — váx= — + 2kx,k € Z. 

2 14 

□ x = — + 2kx vá x = kx, k e Z. 

2 

□ x = — + kx vá x = 2kx, k e Z. 

2 


. sin x + eos x = 1. 

kx , ~ 

□ x = —, k e Z. 

2 

□ x = kx, k e Z. 

Bái táp 53: Giái phuong tñnh: 


□ x = 2kx, keZ. 

□ Vó nghiém. 


t . i X 1 \2/ 1 X 1 -j 81 j . 

(sin — +-) + (eos — +-) - —eos 4 x. 

2 . * x 2 _3 x 4 


sin' — 
2 


kx 


□ x=— ,keZ. 

2 

□ x = kx, k e Z. 

Bái táp 54: Giái phircmg trinh: 


1 

tgx + — cotgx 
4 


)'■ 


eos — 

2 

a x=— .keZ. 
4 

□ Vó nghiém. 


cos"x + sin"x, vái n e N, n ¿ 2. 


Bái táp 55: Giái các phirong trinh: 


a. 

cosx =1 -. 

2 







ü x = 0. 

□ 

X = l. 

ti 

II 

X 

O 

a 

x = 2x. 

b. 

cosx = 1 + x. 

□ x = 0. 

□ 

X = 1 . 

ti 

II 

X 

□ 

a 

x = 2x. 



MUfííni: n: rnmmu mnn va nc ptyfoni: irinn moni: mas 


Bái táp 56: Giái các phucmg trinh: 


a. sinx + tgx - 2x = 0, vori 0 £ x < — 


□ x = 0. 


7T 


□ X = 1. 
7C(1 — X) 


b. x - sin —(x + l)sin 

3 v 3 


a x = 7i. 
= OvÓiX€ [0.1], 


□ x = 2^. 


1 

ü x = -. 

2 


□ x = 0. 


□ x = n. 


□ x = 2*. 


Bái táp 57: Giái các phucmg trinh: 

a. 12sinx + 5cosx = 2y 2 -8x + 21. 


_ x 
2tg- 


b. 


— = y 2 - 4y + 5. 


2 * 


1+ *5 


2 

COS X + - 


eos 2 X 


2 1 

+ I sin x + —- 


sin x) 


1 

= 12 + — siny. 


Bái táp 58: Giái phucmg trinh: 


2m 2 - 2m(cosx + sinx) + — = cosx - sinx, tuy theo tham só m. 

Bái táp 59: Tim m dé phucmg trinh có nghiém: 

(2m + 1 )(sinx - cosx) - (sinx + cosx) + 2m 2 + 2m + 2 = 0. 
Bái táp 60: Tim m dé phucmg trinh sau có nghiém: 

(cos4x - cos2x) 2 = (m : + 4m + 3)(m 2 + 4m + 6) + 7 + sin3x. 

III. Hl/ÓNG DÁN - GIÁI - DÁP SÓ 
Bái táp 1. 

a. Diéu kiéncosx * 0 cs> x = — + kx, k € Z. 

2 • 


Düt t = tgx, suy ra sin2x = 


2t 


1+t 2 

Khi dó, phucmg trinh có dang: 

1 + 3t = ———r es (1 + 3t)(I + t 2 ) = 4t o 3t ' + t 2 -1 + 1 - 0 


l + t J 


o (t + lX3t 2 -2t+ l) = 0ot = -l otgx = -l ox = -— + kx,k s Z. 

4 

Váy, phucmg trinh có mót ho nghiém. 

b. Diéu kién cosx * 0 <=> x = — + kx, k € Z. 

2 


Dát t = tgx. suy ra sin2x = 


2t 


1 + t 2 ’ 
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Khi dó. phirang trinh có dang: 

2t T + 2t = 3 o 2t + 2t( 1 +t 2 ) = 3(1 + r) <=> 2t' - 3r + 4t - 3 = 0 


1 + t‘ 


71 


o (t - l)(2t - i + 3) = 0ot=lo tgx = 1 c-> x - — + k k, k e Z. 

4 

Váy, phifcmg trinh có mót ho nghióm. 

Bái táp 2. 

* 

a. Diéu kién cosx * 0 o x = — + kx, k e Z. 

2 

2t 


, 2 ‘ 


Dát t = tgx, suy ra sin2x = 

1 +1' 

Khi dó, phucmg trinh có dang: 

1 + —= 2t o 1 + t 2 + 6t = 2t( 1 + t 2 ) o 2t 3 — t 2 — 4t — 1 = 0 

I i #* 


1 + t 

<=> (t + l)(2t 2 - 3t - 1) = 0<=> 


t + 1 =0 

2t 2 — 3t — 1 = 0 


o 


t = -l 

3 ± yfn « 


t = 


tgx = -1 

3 + VÍ7 

tgx =---= tga C1> 


tgx = 


4 

3-VÍ7 


= tgP 


x = - — + kx 

4 

x = a + kx , k e Z. 
x = P + kx 


Váy, phucmg trinh có ba ho nghiém. 

x 


b. Diéu kién cosx *0ox = — + kx. k e Z. 

2 


2t 


2 ’ 


Dát t = tgx, suy ra tg2x = 

Khi dó, phucmg trinh có dang: 

6t = o 3t( 1 - t 2 ) = t o t(3t 2 - 2) = 0 

1 -t 


o 

t = 0 

f: 

2 o 

i 

oo 

X 

II 

o 



l t = ± ¡: 

3 

■ i 

-H 

II 

X 

00 

W 

_1 

r ±tga ^ 


x = kx 
x = ±a + kx 


, k g Z. 


Váy, phucmg trinh có hai ho nghiém. 

Báii táp 3. 

a. Diéu kién eos — - * — + kx o x^ti + 2kx, k e Z. 

2 2 2 

x 1 ~ t J 

Dát t = tg —, suy ra cosx *--. 

2 1 + t 2 
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inuam:-u: nwni: irinn va nc pmmnu mnn mac 


Khi dó, phucmg trlnh có dang: 


l-t‘ 


+ t = 1 <=> I -t 2 + (t - l)(l + t 2 ) = O<=> t 1 - 2t 2 + t = O 


1 + t' 

o t(t - 1) 2 = 0<=> 


t = 0 
t = l 


<=> 


tgx = 0 
tgx = 1 


o 


x = kn 

7t , k € Z. 
x = — + kn 
4 


Váy, phuung trinh có hai ho nghiém. 


b. Diéu kién eos- /0o — * — + kn o x * n + 2kn, k € Z. 

2 2 2 

rw. ♦ * 1-t 2 

Dát t = tg —, suy ra cosx =--. 

2 1 + t 2 

Khi dó, phuong trinh có dang: 
i — 

2 + —V = 2t o 2t' - t 2 + 2t - 3 = 0 o (t - l)(2t 2 + t + 3) = 0 
i + t 2 

ot = 1 <=> tg — = 1 <=> — = -+ k«ox= - + 2kn, T e Z. 

2 2 4 2 

Váy, phuong trinh có mót ho nghiém. 

Bái táp 4. 

a. Diéu kién eos -?t0o-^-+knox^n + 2kn, k € Z. 

2 2 2 

2t 

Dát t = tgx, Suy ra sin2x =-—. Khi dó, phurmg trinh có dang: 


l + t‘ 


2t 


(1 -t)| 1 + y^-] = 1 +to2t J (t+ 1) = 0 


t = 0 


tgx =0 


_t — —1 |_tgx — —l 
Váy, phirong trinh có hai ho nghiém. 


x = kn 

n . k € Z. 
x = — + kn 
4 


b. Diéu kién eos- * 0 <=> — * — + kn o x * n + 2kn. k e Z. 

2 2 2 

Viét lai phirang trinh dirái dang: 

2(1 - cos2x) - tg 2 x - 1 = 0 <=> 2cos2x + tg 2 x -1=0. 

Dát t = tg 2 x, suy ra cos2x = -—-. 

1 + t 

Khi dó, phuong trinh có dang: 

2(l-t) 


1 + t 


+ t-l=0«t - 2t+l=0ot = lo tg x = 1 


<=> tgx = ±1 <=> x = ±— + kn, k e Z. 

4 

Váy, phuong trinh có hai ho nghiém. 
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c. 


Bién dói phucmg trinh vé dang: 

(cosx - sinx)cosx.sinx = cosx.(cos 2 x - sin 2 x) 

<=>cosx.(cosx - sinx)(sinx- cosx - sinx) = 0ocos 2 x.(cosx - sinx) = 0 


o 


eos x = 0 


eos x = sin x 


x = — + kit 
2 

x = — + k 71 
4 


, k g Z. 


Váy, phucmg trinh có hai ho nghiém. 

Bái táp 5. Diéu kién sinx * 0 <=> x * kx, k e Z. 
Viét lai phucmg trinh dirói dang: 

1 m . « 1 


- 1 + 


+ 2m - 1 = 0 <=> 


m 


Dát t = 


sin x 
1 


sinx sin 2 x smx 

. diéu kién 111 >1. Khi dó. phucmg trinh có dang: 


+ 2m - 2 = 0. 


sin x 

f(t) = t 2 + mt + 2m - 2 = 0. 
a. Veri m = 1, ta dude: 


(1) 


t 2 'H = 0o 


t = 0 (loai) 1 n 

o —— = 1 o sinx = 1 o x = — + 2kx, k g Z. 
t = -1 sinx 2 


Vay, vói m = 1 phucmg trinh có mót hp nghiém. 

b. Phudng trinh có nghiém thuóc ) 

6 6 

<p> Phucmg trinh (2) có nghiém 111 >2. 

Ta di xét bái toan nguac "Tim diéu kién ata m dé phucmg trinh (I) vó 
nghiém bode ct¡ hai nghiém déu thuóc khodng (-2, 2)" 

m 2 -8m + 8 < 0 
m 2 -8m + 8 £0 
12 >0 1 
4m + 2 > 0 


o 


A < 0 
A >0 
af(-2) > 0 
<af(2)>0 


- 2 < — < 2 
2 

1 


o —— < m < 4 + 2 Ví. 
2 


„ m 

-2 <- <2 

2 


Vfty, vói m £ hoác m> 4 + 2 Vz thoá man diéu kién dáu bái. 

7C 

Bái táp 6. Diéu kién cosx * 0 o x * — + kx, k g Z. 

2 

Viét lai phucmg trinh duói dang: 

4tg 2 x - 2m( 1 + tg 2 x)tgx + 4(1+ tg 2 x) 2 = 0. 
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Chia cá hai vé cüa phircmg trinh cho (1 + tg 2 x) 2 * 0, ta duoc: 

tg* 


' tgx 


^ t + tg J x 


Dát t = — t ^- -' - , diéu kién 111 <, — bcfi: 
1 • 1 


- 2m. 


l + tg 2 x 


+ 4 = 0. 


1 


1 + tg‘x 


C.'VU 


1 + tg z x £ 21 tgx I o 


2 

tg* 


l + tg 2 x 


1 

£ 

2 


Khi dó, phirong trinh có dang: 
f(t) = 2t 2 - mt + 2 = 0. 
a. Vói m = - 5, ta difpe: 


51 !» 


O) 


2t 2 + 5t + 2 = 0 o 


= _! 
l ~ 2 
t = -2 loai 


„ tgx = _l 
I + tg J x “ 2 


n 


o tgx = -1 o x = — + kn, k e Z. 

4 

Váy, vói m = - 5 phircmg trinh có mót ho nghiém. 
b. Phircrng trinh có nghiém 

<=> Phirong trinh (1) có nghiém t € (- ^, ~) 


(l)cól nghiém thttóc 

2 2 

(l)có2 nghiém thuóc 

2 2 


f(— 1 /2).f(l/2) <■ 0 (cáithirlai) 
A£0 

af(-l/2) > 0 
<af(l/2)>0 

1 S 1 

— < — < — 

Ll 2 2 2 


| m | ú5. 

Váy, vói | m | £ 5 thoá man diéu kién dáu bái. 

Bái táp 7. Diéu kién cosx *0 o x * ^ + kn, k e Z. 


Bién dói phircmg trinh vé dang: 


(1 - m)( 


eos 2 x 


-D- 


e=> (1 - m). 


I 


cosx 
2 


+ 1 + 3m = 0 


eos 2 x cosx 


+ 4m = 0 
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D;át t = —-—, diéu kién 111 > 1, khi dó phtfcmg trính có dang: 
cosx 

f(t) = (1 - m)t 2 - 2t' + 4m = 0. 

a. x =±- + 2kjc, V e Z. 

3 

b. Vói x € (0, —) 0 < cosx < 1 => t > 1. 

2 

D«é phirong trinh có nhiéu hcm mót nghiém thuóc (0. ^) 
o phircmg trinh (1) có nghiém thoá man 1 < t, < t 2 

1 

— < m < 1 
3 

1 

m * — 

2 


(1) 


A>0 

4m 2 -4m +1>0 

af(l)>0 <=> - 

(1 -m)(3m - l)>0o < 

S/2 > 1 

—í—>1 

. I - m 

0 


Váy, vói me(^, 1)\| ^ } thoá man diéu kién dáu bái. 

Rái táp 8. Diéu kién cosx ?¡0ox^- + kn , k e Z. 

2 

D»át t = -+ cosx diéu kién 111 >4, suy ra —-— + cos 2 x = t 2 - 4. 


cosx 

K hi dó, phirong trinh (1) có dang: 

t J - 4 + mt - 3 = 0 o f(t) = t 2 + mt - 7 = 0. 


eos 2 x 


(1) 


a. Vó» m = —, ta diíoc: 
3 


3t 2 - 2t - 21 = 0 <=> 


t = 3 

7 loai. 
1 ~3 


V áy, vói m = — phtrong trinh vó nghiém. 

3 

b. Phtfcrng trinh có nghiém thuóc (0, y) 

<=> (1) f ó nghiém thoá man t ¿ 4 

(l)cól nghiémt >4 _ . 9 

O <=>af(4)£0o9 + 4m<C<-¿ m<—. 

(1 )có 2 nghiém t £ 4 (loai) 4 

9 

V'áv vói m < — thoá man diéu kién dáu bái. 

4 

Bái ttáp 9. Diéu kién 3cosx + 4sinx + 1 * 0. (*) 

D)át t = 3cosx + 4sinx + 1, diéu kién -4 £ t £ 6, két hop vói (*), ta dutx diéu 
kién tt e [ -4,6]\(0|. 
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Chtftmc II: P hwm: trlnh va he phwrntg trinh liwng gjác 


Khi dó, phircmg trinh có dang: 

t - 1 + — = m f(t) = t 2 - (m + 1 )t + 6 = 0. 
t 


( 1 ) 


a. Veri m = 6, ta duoe: 
t 2 - 7t + 6 = 0 <=> 


t = l 
t = 6 


■ Vói t = 1, ta dupc: 

3cosx + 4sinx +1 = 1» 3cosx + 4sinx = 0 

3 

<=> tgx = — = tga <=> x = a + kx, k e Z. 

4 

• Vói t = 6, lám tircrng tu. 

3cosx + 4sinx +1=6» 3cosx + 4sinx = 5 

o - C 0 SX+ -sinx= 1 <=>sin(x+a)= 1 ox= - -a+2k7t,k € Z. 
5 5 2 

Váy, vói m = 6 phucmg trinh có hai ho nghiém. 

b. Phucmg trinh có nghiém thuóc (0, ti) 

<=> (1) có nghiém thoá man t e D= [-2,6]\{0| 

f(-2).f(6) ^ 0 


o 


(l)có 1 nghiém thuóc D 
(i)có 2 nghiém thuóc D 


o 


A £ 0 
af(-2) Sí 0 
íaf(6)S>0 

- 2 £ - < 6 
2 


<=> 


m ^ -6 

- 5 ^ m <: 1 - V24 
m^l + J 24 


Vay, vói m g (- 00 , -6] L' [-5 , l - y¡2A ] u (1 + V24, + 00 ) 

Chú y: Trong lói giái trén chúng ta khóng cán kiém tra diéu kién t * 0 bói f(t) 
có ac = 6 > 0. 

Bái táp 10. 

a. Dát t = — - x 3x = — - 3t. 

6 2 

Khi dó, phuong trinh có dang: 

sin( — - 3t) + 2cost = 0ocos3t + 2cost = 0 o4cos’t-cost = 0 
2 


cost = 0 

1 o 

cost = ± — 

2 


n . 

t = — + kn 
2 


t = ±—+ k, 
3 


o 


x =-krr 

3 

71 , , _ 

x -- kn.ke Z. 

6 

x = — - kn 
2 


Vay, phucmg trinh có ba ho nghiém. 
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b. Dát t = x + — => 3x = 3t - —. 

6 2 

Khi dó, phuong trinh duoc bié'n dói vé dang: 

cos(3t - —) = 2sint o sin3t = 2sint o Isin’t - sint = 0 
2 

i 5n 

Lx =-+ ktr 

6 

2n 


o 


sin t = 0 

1 <=> 

sin t - ± — 

2 


t = kn 

n ^ 

t = ± — + kn 

6 


x =-+ krc, k € Z. 

3 

x = -n + krc 


Váy, phuong trinh có ba ho nghiém. 

Bái táp 11. 

3n x 3x n - 

a. Dat t --=> — + — = ít -3t. 

10 2 2 10 

Khi dó, phircmg trinh duoc bié'n dói vé dang: 

sin(Tt - 3t) = 3sint <=> sin3t = 3sint <=> 4sin’t = 0 o sint = 0 

ot = k7r c=> — - — = krt« x = — - 2kn, k e Z. 

10 2 5 

Váy, phirang trinh có mót ho nghiém. 

b. Dát t=- => — + — = tc - 3t. 

4 2 2 4 

Khi dó, phuong trinh duoc bien dói vé dang: 

sin(ít - 3t) = 3sint osin3t = 3sint o4sinH = 0osint = 0 

t = krc o — - — =k7iox= — - 2k7t. k € Z. 

4 2 2 

Váy. phuong trinh có mót ho nghiém. 

Bái táp 12. 

a. Dát t = 3x + — => 6x + ~ = 2t vá 9x = 3t - 7t. 

3 * 

Khi dó, phuong trinh duoc bié'n dói vé dang: 

cos(3t - ti) + 2cos2t + 2 = 0 o - cos3t + 2cos2t + 2 = 0 
o 3cost - 4cos't + 4cos z t - 2 + 2 = 0 o 4cos\ - 4cos 2 t - 3cost = 0 
<=> (4cos 2 t - 4cost - 3)cost = 0 o (2cost + 1 )(2cost - 3)cost = 0 


kinlKI 

O 


eos t = 0 

1 <=> 

eos t =- 

2 


7t . 

t = — + kn 


t = ±— + 2k7i 
3 


tc kn 

X "Í8 + T 

71 2k7t 

x = —+- , k g Z. 

9 3 

jt 2k7t 

x = — +- 

3 3 


Váy, phuong trinh có ba ho nghiém. 
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Chimn x.ü : irinh va he phj fl.m n innh lmi n j; fciác 


, _ 2x 6x ^ „ 8x . 

b. Dát t = — =* — = 3t va — = 4t. 

5 5 5 

Khi dó, phirong trinh diroc bié'n dói vé dang: 

cos3t + 2 = 2cos4t + cost o2(l- cos4t) + (cos3t - cost) = 0 
c=> 4sin 2 2t - 2sin2t.sint = 0 

sin2t = 0 


<=> 


<r^> 


sin 2t = 0 
2sin2t -sint = 0 

_ k* 

2 <=> 
t = ±a + 2k n 


sin2t = 0 
(4cost — 1 )sin t = 0 


<=> 


cost * — = cosa 

4 


2x _ kn 
~ 5 ~ 2 

— = ±a + 2kn 
L 5 


x = 


5kx 


4 
5a 


k e Z. 


x = ±—- + 5k7t 
2 


Váy, phircfng trinh có ba ho nghiém. 

Bá táp 13. 

a. Bién dói phirong trinh vé dang: 

l-cos8x l + cosl2x . K. 

-- sin( lOx + —) 

2 2 2 

o 2cosl0x + cosl2x + cos8x = 0 

<=> 2cosl0x + 2cosl0x.cos2x = 0o (cos2x + l)cosl0x = 0 


o 



2x = n + 2kn 

cos2x = -1 


<r> 

71 

coslOx = 0 

lOx = — + kn 


L 2 


x = — + kn 
2 

n kTr 
x = — + — 

20 10 


,keZ. 


Váy, phircrng trinh có 2 ho nghiém. 
Bié'n dái phiramg trinh vé dang: 


l-cos2x l-cosóx 
- + - 


l + cos4x l + cos8x 
- +- 


2 2 2 
<=> cos8x + cos2x + cosóx + cos4x = 0 
<=> 2cos5x.cos3x + 2cos5x.cosx = 0 
o (cos3x + cosx)cos5x = 0o 2cos2x.cosx.cos5x = 0 


eos 2x = 0 


cos5x = 0 
Váy, phucmg trinh có hai ho nghiém 


2x = — + kx 
2 


o 


5x = — + kn 
2 


n kTt 
x = — + — 
4 2 

n kn 
x = — +— 
10 5 


. k € Z. 
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c. Bien dói phirang trinh vé dang: 

I-cosóx l + cos8x _ 1-cotflOx l + cosl2x 
2 2 “ 2 2 

o cosl2x + coslOx - cos8¿c - cosóx = 0 
o 2cos 11 x.cosx - 2cos7x.cosx = 0o (cosíIx - cos7x)cosx = 0 

kTt 



71 . 

eos x = 0 

X = — + k7t 

<=> 

2 o 

cosí lx = cos7x 

1 lx =±7x + 2kn 


L 


X = 


X = 


krc 


, k € Z. 


Váy, phirtrng trinh có hai ho nghiém. 

Bái táp 14. 

a. Bien dói phircmg trinh vé dang: 

1-cosóx l-cos4x l-cos2x 
- +- + - 


3 

2 


2 2 2 
o cosóx + cos4x + cos2x = 0 o 2cos4x.cos2x + cos4x = 0 
Cv (2cos2x + l)cos4x = 0 


<=> 


cos4x = 0 


4x = — + kn 

o 

„ 1 

eos 2x = — 

L 2 

o 

o 

• 

2x = ± —+ 2k7t 

L 3 L 


71 kTt 

X = — +— 

8 4 


, k € Z. 


x = ±—+krc 
3 

Váy, phiícmg trinh có ba ho nghiém. 
b. Bién dói phircmg trinh vé dang: 

1 - eos 6x . 2 _ I - eos 2x A . , « . - . ~ 

-'-sin 2x--- =0o(cosóx - cos2x) + 2sin 2x = 0 

o - 2sin4x.sin2x + 2sin 2 2x =0o - 2sin2x(sin4x - sin2x) = 0 
<=> - 4sin2x.cos3x.sinx = 0 

kTt 


sin2x = 0 


eos 3x = 0 o 

sin2x = 0 

<=> 

sin x = 0 

eos 3x = 0 



o 


Váy, phucmg trinh có hai ho nghiém. 

Báí táp 15. 

a. x = ±— + k?t, k g Z. 

8 

b. x=r k € Z. 


X = 


71 , 71 

X = — + k — 

6 3 


. k g Z. 
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mirt i n o: rntfttn i; T LÜñ v « pe PPJf**njl iría n luon ^^c 


n kTi _ 

c. x = — + —, k e Z. 

24 12 

d. Ta có thé lira chon mót trong hai cách bién dói sau cho vé trái: 

Cách 1 : Ta có: 

VT = sin 2 2x.sin2x.cosóx + sin6x.cos2x.cos 2 2x 

= (1 - cos 2 2x).sin2x.cos6x + sin6x.cos2x.(l - sin 2 2x) 

= sin2x.cos6x + sin6x.cos2x - 

- cos 2 2x.sin2x.cos6x - sin6x.cos2x.;in’2x 
= sin8x - cos2x.sin2x.(cos2x.cos6x + sin6x.sin2x) 

= sin8x- — sin4x.cos4x = sin8x - — sin8x = — sin8x. 

2 4 4 

{fách 2: Ta có: 

VT = — (3sin2x - sin6x)cos6x + — (3cos2x + cos6x)sin6x 
4 4 

3 3 

= — (sin2x.cos6x + cos2x.sin6x) = — sin8x. 

4 4 


Phirong trinh duoc bié'n dói vé dang: 


3 3 1 

— sin8x = --<=> sin8x = — o 

4 8 2 


n kn 

x - — + — 

48 4 

_ 5 n kn 
48 H T 


, k e Z. 


V$y, phircmg trinh có hai ho nghiém. 

Bái táp 16. 

7t k7l . _ 

a. x = — + —,k € Z. 

8 4 

b. x = kit, k g Z. 

Bái táp 17. 

a. x = kn va x = - + kx, k r L. 

4 

b. x = —, k € Z. 

2 

Bái tóp 18. 

a. Bién dói phuong trinh vi dang: 

cos2x + 1 + 2cos J 2x + cos6x.+ 1 - 3 = (2sin2x + l)cos4x 
o 2cos4x.cos2x + cos^x = (2sin2x + l)cos4x 
<=> (2cos2x + l)cos4x = <2sin2x + l)cos4x 
c=> (cos2x - sin2x)cos4x = 0ocos4x = 0 

<=> 4x = — + k* <=> x = — + —, k e Z. 

2 8 4 


Váy, phirang trinh có mót ho nghiém. 
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b. Bien dói phtrcmg trinh vé dang: 

cos3x + sin7x = 1 - cos(5x + —)-!- cos9x 

2 

cos9x + cos3x + sin7x - sin5x = O 

2cos6x.cos3x + 2cos6x.sinx = O <=> (cos3x + sinx)cos6x = O 

'n kTt 
x = — + — 
12 6 




cosóx = 0 

K 

cos3x = cos(x + —) 
2 


6x = — + k7T 
2 

3x = ±(x + — ) + 2krc 
2 


x = — + kit JceZ 
4 

71 k7l 
X = — + — 

8 2 


Váy, phirong trinh có ba ho nghiém. 

Bái táp 19. Bien dói phirang trinh vé dang: 

6 , , (1 +cos2t V 1 

32cos x = 1 + cosóx <=> 32 


- cosót = 1 


o 4( 1 + 3cos2t + 3cos 2 2t + cos*2t) - (4cos’2t - 3cos2t) = 1 

eos 2t = -1 


<=> 4cos 2 2t + 5cos2t + 1 = 0 <=> 


1 

eos 2t = — = eos 2a 

4 


2t = n + 2kn 
2t = ±2a + 2ktt 


<=> 


ti . 

t = — + kn 
2 

t = a + kx o 
t = -a + kTt 


7t 71 , 

X + — = — + kTT 

4 2 

7t 

x + — = a + k7r o 
4 


x + — = -a + kn 

4 


x = — + kTt 
4 

x = a - —+ kre ,keZ. 
4 

x = -a - — + kn 

4 


Váy, phircmg trinh có ba ho nghiém. 


Bái táp 20. x = — + — vá x = — + —, k € Z. 

F 6 3 20 10 

Bái táp 21. Ban doc ti/gidi. 

Bái táp 22. 2>/5 - 4 < ra < —. 

2 

Bái táp 23. i 1. , 

Bái táp 24. , 

a. Phirctng trinh vd nghiém. 




b. I m I > -. 

8 

Bái táp 25. m;> 

Bái táp 26. Ban doc tifgiái. 
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Chuimn 11. Phwmii «ñnh vá phiftmi: irinh Imtnn ciác 


Bái táp 27. 

a. Bié'n dói phircmg trinh vé dang: 

sin 2 x + sinx + cos 2 x.cosx = 0 o (sinx + l)sinx + (1 - sin 2 x)cosx = 0 

sin x = -1 (1) 


o (sinx + l)[sinx + (l - sinx)cosx] = 0 o 


Girii (1 ): Ta duoc x =-+ 2krc. k 6 Z 

- 2 


sin x + eos x - sin x. eos x = 0 (2) 


Gidi (2) \ Dát sinx + cosx = t, diéu kién Itl <, , suy ra sinx.cosx = 


t 2 -i 


Khi dó phirong trinh có dang: 
r 2 - i 

t---- = 0 c=>t 2 - 2 t- 1 = 0 <=> 


i = i-V2 

t = 1 + V2 loai 


c=> sinx + cosx 


= 1 -V2 


o V 2 sin(x + —) = 1 — ll <=> sin(x + —) = — 7 =-s 

4 4 V2 


sina 


x+—= a + 2 kn 
4 

x +— = n-a + 2 kn 
4 


x = a — + 2kx 
4 

x = — -a + 2k7t 
4 


, k e Z. 


Vay, phircmg trinh có ba ho nghiém. 
b. Bién dói phirong trinh vé dang: 

(2sinx + l)(3cos4x + 2sinx - 4) = 3 - 4(1 - sin 2 x) 
o (2sinx + l)(3cos4x + 2sinx - 4) = 4sin 2 x - 1 
<p> (2sinx + l)(3cos4x + 2sinx - 4 - 2sinx + 1) = 0 


o (2sinx + l)(3cos4x - 3) = 0 o 


1 

sin x = — 
2 

eos 4x = l 


x = — + 2kn 
6 

7n 

x = — + 2 kn o 
6 

4x = 2kx 


x = — + 2 kn 
6 

x = —+ 2 kn , k e Z. 
6 


x = 


kn 


Vay phircmg trinh có ba ho nghiém. 

Bái táp 28. 

a. Ta có thé lúa chon mót trong hai cách bién dói sau: 

Cách I : Bién dól phucmg trinh vé dang: 

2 sin\ + 1 - 2sin 2 x - sinx = 0 o 2sin’x - 2sin 2 x - sinx +1=0 
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<=> (sinx - l)(2sin 2 x - 1) = 0o (sinx - l)cos2x = O 


sin x = 1 
cos2x = O 


K _ t 

x- — + 2kn 
2 

_ n , 
2x = — + k7t 
2 


o 


x = —+ 2kit 
2 

tt kit 
x = — + — 

4 2 


, k e Z. 


Váy, phircmg trinh có hai ho nghiém. 

Cách 2: Bien dói phircmg trinh vé dang: 

(2sin 2 x - l)sinx + cos2x = 0o -cos2x.sinx + cos2x = 0 
c^> (sinx - 1 )cos2x = 0 


sin x = 1 
cos2x = 0 


x = — + 2krc 
2 

2 x = — + kit 
2 


o 


x = — + 2kn 
2 

rt kit 

x = — +— 

4 2 


, k e Z. 


V$y, phircmg trinh có hai ho nghiém. 
b. Bién dói phiídng trinh vé dang: 

2 cos2x.sinx + 2sinx.cosx = 0 <=> (cos2x + cosx)sinx = 0 


x = kn 

2 x = ±(x + 7t) + 2k?t 


sin x = 0 

c 

cos2x = cos(x + 7t) 
x = kn 

n 2kx _ 

x = — +-, k € Z. 

3 3 

x = it + 2kit 

Vfty, phuong trinh có ba ho nghiém. 

Bái táp 29. 
a. Diéu kién: 

[cosx*0 n „ 

<=> cosx * 0 o x * — + kn, k € Z. 
sin x * 1 2 


Bién dói phircmg trinh vé dang: 

l-cos 2 x 1 + cosx 1 + eos x ^ 

o 


1 - sin 2 x 1 - sin x 1 - sin x 
o (1 + cosx)(cosx + sinx) = 0 


eos x + 1 = 0 


sinx = -cosx 


cosx = -1 
tgx = -1 


fiz«Sü_,i.o 

^ 1 + sin x ) 


x = ti + 2kit 

ti , k € Z. 
x = — + kit 
4 


Viy, phirong trinh có hai ho nghiém. 
b. Diéu kién: 

[sinx * 0 . , , 

<=> smx * 0 o x *■ k7t, k e Z. 

cosx *-1 
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Chtnmc II: Phuwm; irinh vh h¿ phmtnt: «rinh Ititnui uiác 


Bié'n dói phucmg trinh vé dang: 


cotg 2 x = 


1 + sin x 
1 + eos x 


l-sin 2 x 1 + sinx 


1 + sin x 


l-cos 2 x 1 + cosx 1 + cosx 
o (1 + sinx)(cosx - sinx) = 0 


1 -sinx 
I - eos x 


-1 


= 0 


sinx = -1 


[sin x = eos x [tgx = 1 


sinx = -1 


o 


x = — + 2kn 
2 

x = — + kn 
4 


, k e Z. 


Vay, phucfng trinh có hai ho nghiém. 
Bái táp 30. ^ 

a. Diéu kién: 

[cosx * 0 


I 


7t 


o cosx * 0 o x * — + kn, k € Z. 
sin x * 1 2 


Bién dói phucfng trinh vé dang: 
1 - eos 2 x _ 1 - eos* x 
l-sin 2 x 1-sin’x 


1 - eos x 
1 - sin x 


1 + eos x 1 + eos x + eos 1 x 


\ 


V 


= 0 


) 


1 + sinx l + sinx + sin 2 x 

<=>(1 — cosx)[( 1 + cosxX 1 + sinx + sin 2 x) + (l +sinxXl + cosx + cos 2 x)) = 0 
o(l- cosx)(cosx - sinx)(sinx + cosx + sinx.cosx) = O 
1 - eos x = O (1) 

eos x - sin x = O (2) 

sin x + eos x + sin x. eos x = O (3) 

Giái (1) va (2) \ Ta dupc: 

x = 2kn 

, k e Z 


I 


eos x = 1 


tgx =1 


x = — + kn 
4 


Giái (3) : Dát sinx + cosx = U diéu kién t ú ^2 , suy ra sinx.cosx = 


t 2 -1 


Khi dó, phucmg trinh có dang: 

t 2 -1 

t + -- = 0ot 2 + 2t-l=0o 

2 


t = -l + y¡2 

loai 


o sinx + cosx - >¡2 - 1 o V 2 sin(x + —) = Jl - 1 

4 

, 7t V2 - 1 
o sin(x + —) = —=— = sina 

4 >/2 
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x -i- — = a + 2k7i 
4 

x + — = 7t — a + 2kn 

4 


o 


x = a — + 2kx 
4 

37C 

x =-a + 2krr 

4 


, k € Z. 


V*y. phircmg trinh có bón ho nghiém. 
b. Ban doc tu lám tifcmg tif cáu a). 

Bá¡ tap 31. . 

a. Bié'n dói phircmg trinh vé dang: 

(1 + cosx)cos 2 x -2(1- sinx) = 0 o (1 + cosxXl - sin 2 x) -2(1- sinx) = 0 
o ((1 + cosx)(l + sinx) - 21(1,- sinx) = 0 
o (cosx + sinx + sinx.cosx - 1)(1 - sinx) = 0 

sinx = l (1) 

sin x + eosx + sin x.cosx -1 = 0 (2) 


Gidi (1 ) : Ta difoe x = — + 2kn, k € Z. 

Gidi (2) : Dát sinx + cosx = t, diéu kién ltl£ -Jl , suy ra sinx.cosx = 


t 2 -l 


Khi dó, phiícmg trinh có dang: 


r 2 .i 

t+ --- - l=0ot 2 + 2t-3 = 0<=> 


o Jí sin(x + —) = 1 o sin(x + —) = _ 
4 4 V2 


t = l 
t = -3 lo ai 
1 


o sinx + cosx = 1 


<=> 


X + — = — + 2k7T 

4 4 

i 

ií n 

x -f — = 7t — + 2kit 

4 4 


x = 2kít 

n . k g Z. 
x = — + 2k?t 
2 


Váy, phutmg trinh có hai ho nghiém. 
b. Bién dói phtrong trinh vé dang: 

2 2 

. sin3x-sin 2 x = sin3x - sinx o —= sin 2 x - sinx = 0 


o 


s 

sin x = 0 
sin x = — 




X = krt 


x = — + 2kn , k € Z. 
6 

5n 

x = — + 2kx 
6 


Váy, phirong trinh có ba ho nghiém. 
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mwne ii; nwcmg trinh v* M 


Bái táp 32. 

a. x = ± — -Kk7i, k 6 Z vói cosa = —. 

2 4 

. 71 , Ti 571 . . 1 — >¡5 

b. x = — +k7c.x = — + a + 2krtváx =-a+2kn,k e Z vóisina= -—. 

4 4 4 V2 

Bái táp 33. 

w 7- 


a. x =-+ k^t va x = — + kn, k e Z. 

12 12 

. . n kn . _ 

b. \ = kit va x = — + — t k € Z. 

8 4 

Bái táp 34. 

a. Bién dói phirong trinh vé dang: 

3sin3x - 4sin*3x - Vi cos9x = 1 


1 -Jl I 

<=> sin9x - Vi cos9x = 1 <=> — sin9x-cos9x = — 

2 2 2 

co sin9x.cos — - cos9x sin— = — <=> sin(9x - —) = sin— 
3 3 2 3 6 


_ Tt 71 

9x-= — + 2ktc 

3 6 

_ 71 7C A . 

9x — = n — + 2kn 
3 6 


<=> 


n 2kn 

I x = — +- 

18 9 

_]n 2kn 

X ” 54 + 9 


, k e Z. 


Váy, phucmg trinh có hai ho nghiém. 
b. x = 2k7t, k e Z. 

Bái táp 35. 

a. Bién dói phircmg trinh vé dang: 

(sinx + sinóx) + (sin2x + sin5x) + (sin3x +-sin4x) = 0 

_ . 7x 5x - . 7x 3x „ . 1x x „ 

<=>2sin—.eos— +2sin — .eos— +2sin—.eos— =0 
2 2 2 2 2 2 

, 5x 3x x , . 7x A 

o (eos — + eos — + eos — )sin — =0 

2 2 2 2 

3x 3x . . 7x n 3x . 7x ~ 

<=> (2cos — .cosx + eos — )sin— =0o (2cosx + 1). eos — .sin— = 0 
2 2 2 2 2 

x = ± —+ 2k7t 
3 


<=> 


1 

2x . 

eos X =- 

x = ± — + 2kn 

2 

3 

3x _ 

3x n . 

eos— = 0 o 

— = — + k7i O 

2 

2 2 

. . 7x . 

7x , 

sin — = 0 

— = kn 

f 2 

2 


_ jr 2kn 
X ”T* 3 


,keZ. 


x =• 


2kn 


Váy phurong trinh có bó'n ho njghiém. 
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b. Bién dói phircfng trinh vé dang: 

¿ (cos2x + cosx)cosx + -i (cos2x - cosx)sinx = ^ 

cos2x.cosx + cos 2 x + cos2x.sinx - cosx.sinx = 1 
cos2x.cosx + 1 - sin 2 x + cos2x.sinx - cosx.sinx = 1 
o (cosx + sinx)cos2x - (sinx + cosx)sinx = 0 
o (cosx + sinx)(cos2x - sinx) = 0 

tgx = -| 


eos x + sin x = 0 
eos 2x-sinx =0 


sin x = - eos x 
eos 2x = sin x 


<=> 


cos2x = cos(-x) 

2 


x --+ kn 

4 

2x = — -x + 2kn O 
2 

2x = - — + x + 2kn 
2 


x = — 4- kn 

4 

n 2kn , „ 

x = —+- , k e Z. 

6 3 


x = — + 2kn 
2 


Vay phircfng trinh có ba ho nghiém. 

Bái táp 36. 

kn n kn _ kn , _ . 

a. x =—, x = — + — va x = a + — , k g Z vói tg3a = -3. 

3 12 3 3 

b. x = , k g Z. 

2 

Bái táp 37. 

a. x * -- + kn. k e Z. 

2 

b. x = n + 2kn, x = + 2kn va x = — + kn, k e Z. 

2 4 

Bái táp 38. 

a. x = - + kn, k g Z. 

2 

b. x = -— + 2kn, x = 2kn vá x = 2a 4- 2kn, k g Z. 

2 

Bái táp 39. 

a. x = — 4- 2kn, k g Z. 

2 

Bái táp 40. Bgn doc tu lám. 

Bái táp 41. 

n 5n n kn , _ 

a. x = — 4- 2kn, x = — 4- 2kn va x = — 4- —, k g Z. 

6 6 *42 

b. m e (-oo,-1) u (3, 4 -qo) u {0). 


b. x = 4- kn, k g Z. 

4 


Bái táp 42. Bié'n dói phuong trinh ve dang: • 

sin2x + sin3x = m.sinx <=> 2sinx.cosx + 3sinx - 4sin'x = m.sinx 

<=> (2cosx + 3 - 4sin 2 x - m).sinx = O <=> (4cos 2 x + 2cosx - m - 1 ).sinx — O 

SÍnX = 0 !=cmx fx = kx 

o o 

4eos 2 x + 2cosx -m - 1 = 0 hki 2t 2 +2t-m-l=0 (1) 

a. Vói m =-1, ta duoc: 

(2)<»4t 2 + 2t = 0 



"t =0 

eos x = 0 

<=> 

1 <=> 

1 « 



eos X =- 


. " 2 

L 2 


x = — + k7t 
2 

x = ±— + 2kn 
3 


,k e Z 


Váy, vói m = -1, phuong trinh có ba ho nghiém. 
b. Dé phuong trinh có nghiém x * kn, k e Z <=> (2) có nghiém t e ( i. 1 

ff(—l).f(l) :£ 0 (cánthülai) 


(l)cól nghiém thuóc(-1,1) 
(1) có 2 nghiém thudc (-1,1) 


A > 0 
af(-l) > 0 
af(l) > 0 

S* 

- 1<-<1 

2 


o — <, m < 5. 

4 

Váy, vói - — <, m < 5 thoá man diéu kién dáu bái. 

4 

Bái táp 43. i < m < 3. 

Bái táp 44. m < —. 

2 

Bái táp 45. Giái phuong trinh: 

a. Bié'n dói phuong trinh v¿ dang: 

cos 4 x + sin fi x = cos 2 x - sin 2 x <£=> sin 6 x = (1 - cos 2 x)cos 2 x - sin^ 
o sin 6 x = sin 2 x.cos 2 x - sin 2 x o sin ft x = (cos 2 x - l)sin 2 x 

■ . * . . ^ fsin ft x = 0 . . „ 

<=> sin x + sin x = 0 <=> > <¿> smx = 0 o x = kx, k € Z. 

sin 4 x = 0 

. • 

Váy phuong trinh có mót ho nghiém. 

b. Ta có thé lúa chon mót trong hai cách trinh báy sau: 

Cach /: Vié't lai phuong trinh duói dang: 

sin 2 x - sinx.sin 2 3x + — sin 2 3x = 0. (1 

4 

Coi (1) la phuong trinh bác 2 theo sinx, ta có: 

A = sin 4 3x - sin 2 3x = (sin 2 3x - l)sin 2 3x £ 0, Vx 
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de dó, dircrc chuyén thánh hé: 


A = 0 

1 . 2i 

sinx = —sm 3x 
2 


<=> 


sin 2 3x = 1 


[sin 2 3x =0 ^ 

1 ■ 2 -> 

sin x = — sin 3x 
2 



(3 sin x - 4 sin 3 x) 2 = 1 


V 

1 

1 


sin x = — 

sin x = — 


2 <=> 

2 O 

* 

3 sin x - 4 sin 3 x = 0 

sin x = 0 


sin x = 0 



sin 2 3x = 1 
1 

sin x = — 


sin 2 3x = 0 
sin x = 0 

x = — + 2kíi 
6 

x = — + 2kn , k g Z. 
6 

x = kn 


Váy phutfng trính có ba ho nghiém. 

Cách 2: Bién dói phtfcmg trinh vé dang: 

4sin 2 x -- 4sinx.sin 2 3x + sin 4 3x - sin 4 3x + sin 2 3x = 0 
o (2sinx - sin 2 3x) 2 + (1 - sin 2 3x)sin 2 3x = 0 


o 


2sin x - sin 2 3x = 0 
(1 - sin 2 3x)sin 2 3x = 0 


<=> 


1 . 2, 

sin x = — sin 3x 

2 

sin 2 3x = 1 
sin 2 3x = 0 


<=> 


sin 2 3x = 1 


sin x = — 

2 

■ 

sin 2 3x = 0 
sin x = 0 




(3sin x-4sin 3 x) 2 = 1 



1 

1 

sin x = — 

2 o 

1 

sin x = — 

2 <=> 


< 

3sinx-4sin 3 x = 0 

sin x = 0 



sin x = 0 



x = —+ 2k7i 
6 

x = —+ 2kn , k g Z. 
6 

x = kn 


Váy phuong trinh có ba ho nghiém. 

Bái táp 46. (— + (k + l)n, — + lie) vá (-— + ln, r — - (k - l)n), k, 1 g Z. 
3 3 3 3 

Bái táp 47. (— + kit, — + 1 re) vá (- — + kn, + lie), k, 1 g Z. 
r 6 6 6 6 

Bái táp 48.(1, - + 2krt) vá ( -1, - + 2kir),keZ. 

2 2 

Bái táp 49. 

n k n . - 

a. x = — + —, k g Z. 

20 5 
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inmma n: rnuonu innn va nc pnnuni; ínnn tut.nu giay 


b. Ta có nh$n xét: 

sin 4 x < 1 => VP = 2 - sin 4 x > 1 
icos 1 x ^ eos 2 x 


sin 1 x £ sin 2 x 


=> VT = cos\ + sin 1 x^cos 2 x + sin 2 x = 1 


do dó, phirong trinh tirong dircmg vói hé: 

sin 4 x = 1 

VP = 1 

<=> 

VT = 1 


71 


eos 1 x = eos 2 x o sinx = 1<=> x = — + kn, k g Z. 

2 


sin 1 x = sin 2 x 


Váy phirong trinh có mót ho nghiém. 

c. x = — + 2kn, k e Z. 

2 

d. Bién dói phucmg tñnh vé dang: 

4cosx - 2cos2x - (2cos 2 2x - I) = 1 o 2cosx - (1 + cos2x)coslx = 0 
o 2cosx - 2cos 2 x.cos2x = 0 o (1 - cosx.cos2x)cosx = 0 

[cosx = 0 (1) 

o (2 - cos3x - cosx)cosx = 0 o 

eos 3x + eos x = 2 (2) 

Giúi (1 ) : Ta duoe x = y + kn , k e Z. 

Giai (2) : Ta có nhftn xét: 

[cos3x<l . 

=> VT = cos3x + cosx <. 2 

[eos x ^ 1 

do dó, phircmg trinh (2) nremg dircmg vói hé: 


eos 3x = 1 
eos x = 1 


< 


4 eos 1 x -3cosx = 1 
eos x = 1 


<^> cosx = 1 <=> x - 2kn, I g Z. 


Vay, phircmg trinh có hai ho nghiém. 
Bái táp 50. Barí doc tu giai. 

Bái táp 51. 
a. Diéu kién: 


sin 3x * o 
sin2x * 0 o 
sin x * 0 


sin,3x * 0 
sin 2x * 0 


C> 


3x * kn 
2x * kn 


o 


X * 


kn 


x * 


kn 


, k g Z. 


ÍD 


Bién dói phuong trinh v¿ dang: 
sin Sx 1 


= 0 c=> sin5x.sinx +1=0. 


sin3x.sin2x sin3x.sin2x.sinx 
Ta có: 

I sin 5x lí 1 | s ¡ n 5 x gjj^i ^ | sin5x.sinx £ - 1 
I sin x l< 1 

o sin5x.sinx + 1 > 0. 


((2) 
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Váy, phircfng trinh có nghiém khi va chi khi: 

[sin 5x = 1 
[sin x = -1 
[sin 5x = -1 
[sin x = 1 

Váy, phuong trinh vó nghiém. 


sin5x.sinx =-!<=> 


cosx = 0 vi pham (I). 


b. Ba n (toe tu giái. 

Bái táp 52. 

a. x = ~ + k7i, k e Z. 

2 

b. Ta có nhán xét: 


IX 2 

eos X < eos X 

. 14 • 2 

sin x < sin x 


=> VT = cos n x + sin M x < cos 2 x + sin 2 x = 1 


do dó, phircmg trinh tircmg dircmg vói hé: 

eos x = 0 


eos 1 ' x = eos 2 x 
sin 14 x = sin 2 x 




eos X = 1 


e=> 


sin x = 0 
sin x = ±1 

Váy. phifcmg trinh có hai ho nghiém. 

c. x = 2k ti va x - - + kx , k e Z. 

2 

d. Ta có nhán xét: 
eos 1 '"" x £ eos 2 x 


eos x = 0 
eos x = 1 


K t. ' 

x - — + krr . „ 

• 2 . k g Z. 

x = 2kn 


sin 21 "" x < sin 2 x 


VT = sin :<M, x + cos 2, "’x £ cos 2 x + sin 2 x = l 


do dó, phircmg trinh tuang dtrong vói hé: 

eos x = 0 


eos 2 ""’ x = eos 2 x 
sin*"" x = sin 2 x 


o < 


eos* X = 1 
sin x = 0 
sin 2 x = 1 


o 


eos x = 0 

o sm2x = 0 
sinx = 0 ' 


kx 


<^>2x = knox= —, k e Z. 

2 

Váy, phucrng trinh có mót ho nghiém. 

Bái iáp 53. x = —, k € Z. 

4 
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im/nnn ll: mu>tnu trinh va tic nmnmn trinh immu imic 


Bái táp 54. Diéu kién 

í eos x * 0 


kn 


o sin2x *0<=>2x*kne=>x* — , k e Z. 
sin x * 0 2 


o 


Ta có nhán xét: 


1 ’ 1 CtVs ' í| 

IVT = Ktgx + — cocgxr I - (Itgxl + — Icotgxl)" £ (2 J— I tgx I. I cot ge I f = 1 

A A \ 4 


4 ~ 4 

VT = sin n x + cos°x < cos 2 x + sin 2 x = 1 
do dó, phirong trinh tircmg dircmg vói hé: 


eos" x < eos 2 x 
sin n x <= sin 2 x 


-1 

5 

ll 

< 

-a 

ii 

03 

VT = 1 

e=> < 

1 

tgx =-cot gx 

4 <=> 4 

, VT = VP = -1 

n = 2 

n = 2 


, l 
tg x = - 

n = 2 


o < 


tgx = ±i = ±tga c> ^ 
n -2 


x = ±a + kn 
n = 2 


. k e Z. 


Vay, phirong trinh có hai ho nghiém va vói n = 2. 

Bái táp 55. 

a. x = 0. 

b. x = 0. 

Bái táp 56. 

a. x = 0. 

b. x = —. 

2 

Bái táp 57. 

a. Batí do( tu giui, 

b. Ban doc tu giái. 

i tt ktt it _ a ^ i i h 

c. (— + —, — + 2br), k, 1 e Z. 

4 2 2 

Bái táp 58. Ta có két quá: 

■ Vói , phircmg trinh có nghiém x = 2kn, k e Z. 

• Vói m = — , phuong trinh có nghiém x = ~ + 2k7i, k e Z. 

■ Vói m * ±— , phucJng trinh vó nghiém. 

2 

Bái táp 59. m = -1 va m = 0. 

Bái táp 60. m = -2. 
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CHÚ DÉ 4 

HÉ PHÜONG TRÍNH LlTONG GIÁC 

• • 

I. HÉ PHlTONG TRINH LtíONG GIÁC CO BÁN 

| Bá¡ toánl: Giái hé phiícmg trinh: 

f(x)±f(y) = rn 
x ± y = a 

| vói f(x) la mót hám só' lirong giiíc cüa x. 

PHCONC PHÁPCHUNG 
Ta xét cae he phiícmg trinh: 

ísm x ± sin y = m 
[x ± y = a 

ítgx ±tgy = m 
[x±y=a 

Ta chuvén tóng f(x) ± f(y) vé dang tích báng viéc sir dung các cóng thiírc 
bien dói tóng thánh tích. 

Chú y: Phutfng pháp chung la né'u bié't tóng x + y thi cán tim hiéu x - y hay 
nguoc lai, ture la: 

■ Ta di bien dói phirang trinh: 

f(x) ± f(y) = m g,(x + y).g>(x ~ y) = m,. (♦) 

• Tírdó thay phucmg trinh x±y = a vao (*) dé tim biéu thúrc con lai. 

BÁI TAP TV LUÁN VA TRAC NGHIÉM 
Bai táp 1. Giái các hé phirrrng trinh sau: 

3 

sinx -f sin y = — 

2 

2n 

x + y 

3 

^ A 

□ (2k7t. — - 2kn) vá (— + 2kn, - 2krt), keZ. 

3 3 

□ (— + 2kn, — - 2k7t), keZ. 

3 3 

□ (tc + 2k7t, - — - 2k7t) va (--- + 2k7t. ti - 2k7t), k o Z. 

3 .3 

□ (— + 2kn, — - 2ktt) vá (- + 2krt, - - 2kn), k e Z. 

2 6 6 2 



eos x ± eos y = m 

» 

x ±y = a 

cot gx ± cot gy = m 

< 

x ±y = a 
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Chim njJJ: B ufias, Uinh_ ya h i phu.m t; t ri nh \WD £.^ 


tgx + tgy = 1 
rc 

x + y = — 

. 4 ‘ 

□ (— + krc, - krc) vá (- — + krc, — - krc), k e Z. 

2 4 4 2 

0 

□ (— + krc, - krc) vá (krc, — - krc), k € Z. 

4 4 

□ (— + krc, — - krc), k e Z. 

8 8 

3tc 3ti 

□ (ti + krc, --krc) vá (-+ krc, rc - krc), keZ. 

4 4 

Bái táp 2. Cho he phircmg trlnh: 

[cosx + cosy = 2m 
2rc 

x-y = T 

a. Giái hé vói m = —. 

2 

□ (—+2krc,+2krc),k € Z. □ (— + 2krc, 2krc), k e Z. 


□ (rc + 2krc, — + 2krc), k e Z. 
3 

b. Tim m dé hé có nghiém. 

mi 5 i. □ |m | £ 1 
2 

Bái táp 3. Cho hé phiromg trlnh: 


□ (-+2krc,-- +2krc),keZ. 
2 6 


□ m >0. 


□ 0 <, m <, 1. 




rc 

x + y = — 

4 


[2sin 2 x + 2eos 2 y = 2m +1 
a. Giái hé vói m = 0. 

□ (— + krc, — - krc), k € Z. 

8 8 

□ (— + krc, - krc) vá (krc, — - krc), k e Z. 

4 2 4 

u (— + krc, - krc) vá (krc, — - krc), keZ. 

4 4 

A A 

□ (rc + krc, —-krc) vá (—- + krc, rc - krc), k e Z. 

4 4 
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□ 1 < m < 2 

1-V2 


□ 


s m < 0. 


b. Tim m dé hé có nghiém. 

□ 0 £ m < 1. 

I-V 2 1 + V2 

□ —— < m <-. 

2 2 2 

Bái táp 4. Cho hé phirorng trlnh: 

fx + y = a 
[tgx + tgy = b 

a. Giái hé khi a = ~ va b = 2. 

12 

u (~ + kn, — - krt), k e Z. 

24 24 

□ (— + kit, - krc) vá (krc, — - krr), k e Z. 

12 12 

□ (— + kic, —- - krc) vá (— + krc, — - krr), k e Z. 

3 12 12 3 

y ^ ^ | v x . Jl - 71 g v g r _ 

□ (— + kn,-krc) vá (-+ kn,-k 71 ), keZ. 

2 12 12 2 

b. Tim diéu kién giira a vá b dé hé có nghiém. 

Bái táp 5. Cho he phifcmg trinh: 

2cos6x-cos2y = m 


i 


n 


3x - 2y = — 
2 


a. Giái hé khi m = -3 
n 2k* 


( 6 * 3 


. krc), k e Z. 


„ n 3kn v , _ 

□ (krc, — +-), k e Z. 

4 2 

Xác djnh m dé hé c$ nghiém. 

□ -3 < m < 0. □ I m I <> 3. 


. 3n 2k* n „ 

(— +-, — + k7i), k e Z. 

10 3 5 

n 2kn n „ 

(~ H ~ , — + kft), k e Z. 

3 3 4 


□ m > 0. 


□ -3 ^ m ^ 


33 

16 


Bái táp 6. Giái vá bién luán các hé phtfcmg trinh sau: 


a. 


eos 2 x + eos 2 y = m 
x + y = 2n 


sin 2 x + sin 2 y = 1 - eos a 
(x + y = a 


Hitáng (Uh\: 


1 


a. Sir dung cóng thúrc ha bác c ho cos 2 a = — (1 + cos2a). 

2 

b. Su dung cóng thúrc ha bác cho siira = — (1 - cos2a). 

2 

Sau dó su dung các cóng thúrc bién dói tóng thánh tích. 
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Bai toán 2: Giái hé phucmg trlnh: 

Jf(x).g(y) = m 
[x±y=a 

vói f(x) la mót hám só lucrng giác cua x 


PHÜONG pháp chung 


Ta xét các hé phircmg u inh 


1 sinx.cosy = m Jtgx.tgy=m 
x ± y = a ’ (x±y = a * 

Ta chuyéfn tích f(x).g(y) vé dang tóng báng viéc sir dung các cóng thúc 
bién dói tích thánh tóng. 

BAI TÁP TC LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 
Bái táp 7. Giái các hé phucmg trlnh sau: 
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Bái táp 8. Cho hé phirong trinh: 

ísinx.siny = 2m 


2 rc 


x + y = 

a. Giái hé vói m = 1. 

□ (— + krc, — - krc), k e Z. 

3 3 

□ Vó nghiém. 

□ (- — + krc, rc - krc) va (rc + krc, - — - krc), k e Z. 

3 3 

□ (— + krc, — - krc) va (— + krc, — - krc), k € Z. 

2 6 6 2 

b. Tim m dé hé có nghiém. 

□ -I $ms2. □ | m | Si. □ m2l. 

Bái táp 9. Xác dinh m dé hé có nghiém: 

rc 

x + y = — 

3 


□ - — < m < 

4 


[eos x. eos y = m 

□ 1 £m£2. □ | m I <2. 

Bái táp 10. Cho h£ phirang trinh: 

tgx.tgy = m 
rc 


□ m > -1. 


□ — < m < 

4 


a. Giái hé vói m = >Í3 . 


□ (— + krc, — + krc), k € Z. 
2 3 


, rc krc rc krc v , _ 

° 3 + T'6 + T ),k6Z ' 


rc 


□ (— + krc, — + krc), k e Z. □ (— + krc,-+ krc), k eZ 


12 


12 


3 2 

b. Tim m d¿ hé có nghiém. 

Bái táp 11. Tim diéu kién giSa a va b dé hé có nghiém. 

x + y = a 

‘ 2 .2 

sin x-sin y = b 

□ I b | á sina. a | b | S cosa, a | b | > sina. □ | b | > cosa. 

Bái táp 12. Cho hé phuong trinh: 

jx + y - a 
[sin x..sin y = b 


Tim b dé hé có nghiém vói moi a. Tim nghiém dó. 
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Chtfnng II: Phmmü irinh vit hé phm*nu innh luorn: giái 


Bái toán 3: Giái hé phucmg tñnh: 

f(X) = m (1) 


f(y) 

x±y = a (2) 
vó¡ f(x) la mót hám so lirón g giác cüa x. 


PHLTONG PHÁP CHUNG 
Ta thiíc hién theo các biróc: 

Bifác 1: Dát diéu kién cho f(y) * 0. 

Bifác 2: Bien dói (1) dirá váo phircmg pháp luán hé so dé láni xuát hién 
(2) va biéu thúrc con lai. 

Bifác Tim nghiém cúa hé. 

• BÁI TÁP TV LUÁN VA TRAC NGHIÉM 

Bái táp 13. Giái các hé phuong tñnh: 

' sinx =V2 


a. < 


sin y 
12(x + y) = 5n 

□ (— + kn, — - kn), k e Z. 

6 4 

□ (— + kn, — - kn), k € Z. 

4 6 


□ (— + kn, — ~ kn) k € Z. 

24 24 

, 2n , X , . . _ 

□ (— + kn,— + kn,keZ. 

3 4 


b. 


cosx 


- 2 


eos y 

3(x + y) = 5n 

□ (— + kn, — - kit), keZ. 

6 6 

2 ^ 

□ (n + krt, —— kir). keZ. 
Bái táp 14. Giái các hé phircmg tñnh: 


□ (— + kn, n - kn). k e Z. 

3 

□ (2kn, - - 2kn), k € Z. 

3 


a. 


igy 

7n 

x + y = — 

7 12 

□ (— + kn, kn), k e Z. 

12 

□ (— + kn, — - kn), k e Z. 

2 12 


□ (— + kn, — -kn), ke Z. 

' 1 A ' 


□ (— + kn, — - kn), k € Z. 
4 3 
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o. 


cotgx 


1-V2 
1+V2 


cotgy 

7T 

x + y = — 

4 


□ (— + krc, - krc), keZ. 

2 4 

7C _ 71 I v ■ ry 

□ ( — + krc,-krc), keZ. 

8 8 


□ (-— + krc, — - krc), k € Z. 

8 8 

□ (— + krc, - — - krc), keZ. 

8 8 


II. CÁC HÉ PHIÍONG TRINH LlíONG GIÁC KHÁC 

Bái táp 15. Giái các hé phircfng trinh sau: 

i 


a. 


sin x.cosy = — 
2 


eos x. sin y = 


□ (+ (k + l)rc, y + (k - l)rc ), k, 1 € Z. 


rc 


□ (— + (k + l)rc, (k - l)rc), k, 1 e Z. 
6 


U ((k ■+■ l)rc, — + (k - l)rc), k, 1 e Z. 

6 

□ (— + (k + — )rc, — + (k - — )rc), k, 1 e Z. 
4 2 4 2 


b. 


i 


sin x.sin y = -- 


eos x. eos y = — 

4 


□ (— + (k + l)rc, (k - I)rc) va((k + l)rc, — + (k - l)rc),k, 1 e Z. 

2 2 

□ (— + (k+l)rc,-— +(k-l)rc)vá(-— +(k+l)rc,— +(k-l)rcXk,l e Z. 

4 4 4 4 

□ (* +(k+l)rc,— +(k-l)rc)va(— +(k+I)rc,— +(k-I)rcXk,le Z. 

6 6 6 6 

□ (* + (k+l)rc,-- +(k-l)rc)va(-— +(k+l)rc,^ +(k-l)nXk,le Z. 

6 6 6 6 
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Chu.mi: 11: P hu»mu irloh v¿ h< Phmmi: trinh \\nmn i:iác 


Bái táp 16. Giái các he phucmg trinh sau: 

r 


a. < 


1 

sin x + sin y = — 

2 

Vi¬ 
cos x + eos y = — 

2 


□ (l?t, — + 2(k - l)rc) va (I 71 , — + 2(k - 1 )n ), k,! € Z. 

6 6 

□ (— + 21*. (k- 1 )ti ) va( — + 2 Itc, (k-l)7t), k, 1 e Z. 

6 6 


6 

71 


b. 


□ (- + 21tc, — +(k-l)7t)va(— +21 ti,- + (k-I)7t),k.U Z. 

6 2 6 2 

□ (- +2K-- + 2(k- 1 )ti) va(- — +2l7t, - +2(k-l)7t),U 6 Z. 

2 6 6 2 

sin x = 7 eos y 

< 

cosx -5siny + 6 = 0 

a (— + 2l7t, 7t + 2k7i), k, 1 € Z. □ (ln. — + kn), k, 1 e Z. 

2 2 


□ ( — + Itc, k7i), k, 1 e Z. 

2 

Bái táp 17. Giái các hé phucmg trinh: 
[sin x + sin y = 4Í + a 


□ (7t + 21 tc, — + 2k7c),k, I e Z. 

2 


a. < 


[cosx + eos y = 

a (—+2kit, —+21it),k,leZváa = 0. 
4 4 

a (-— + 2krc, + 21n), k, 1 e Z vá a = 0. 
4 4 

□ (— + 2k7t, — + 2 Iti), k, 1 e Z vá a tuy y. 

4 4 • 

□ (— + 2k7t, — + 21 ti), k, 1 e Z vá a = 0. 

4 4 

x-y 


b. 


• 2 . . — x + y a j « 

sin x -2sinx.cos2y = eos-- + cos-- + 2 

2 2 

2 1 

eos 2y + —(cosx +cosy)-1 =0 

o (-+kji, —+21n),k,leZ. . o (— + kit, - + 2ln)k.l e Z. 
4 4 4 4 

□ (-— +k7i,--- + 2k),k,leZ □ (-— + kn,-~ + 2h), k,leZ 

4 4 4 4 
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Bá¡ táp 18. Cho he phircmg trinh: 

[cosx.cosy = m + 1 

sin x. sin y = 4m 2 + 2m 

a. Giái hé trén khi m = - —. 

4 

□ (— + (k + l)n, (k - l)it ) va ((k + l)n, — + (k - l)it), k, 1 e Z. 

2 2 

□ (- +(k+l+ (k-l)it)va(-— +(k + l)n, - +(k-I)rtXk,l e Z 

4 4 4 4 

ü (— + (k+I)it, — + (k — !>7t) N'á (— + (k+I)it, — +(k-l)it),kj e Z. 

6 6 6 6 

\ 

Q + (k + I)it,-— + (k-I)rt)va(~- +(k+l)n, — +(k-l)it),k,le Z 
6 6 6 6 

b. Xác dinh m dé hé có nghiém 

3 

□ — < m < 0 hoác m = 1. t 

4 

U-< m < 0 hoác m = -1. I 

4 

Bái táp 19. Cho hé phifcmg trinh: 

ítgx + tgy = a 
jtg(x + y) = b 

a. Giái hé khi a = V3 + 1, b = - (2 + v/3 ). 

ü (kn, — +.lit) va (— + kn, ln), k. 1 € Z. 

4 • 4 

ü (— + tot, — + bt) vá (— + kit, — + lit),k, 1 e Z. 

6 4 4 6 

U (— + kit, — + lit) vá (— + kit, — + lit),k, 1 € Z. 

3 6 6 3 

Q (~ + kit, — + lit) vá (— + kit, — + lie), kj e Z. 

3 4 4 3 

b. Tlm diéu kién giura a va b dé hé có nghiém. 


1 3 . 

— < m <, — hoác m = 0. 

4 4 

3 1 , 

— < m < — hoác m = 0. 

4 4 


U a 2 b + 4a - 4b £ 0. 
ü aV + a - b £ 0. 

Bai táp 20. Cho hé phircmg trinh: 

[sin x + sin y = a 
cosx.cosy = b 


□ aV + ab £ 0. 

□ a - b £ 0. 


a. Giái hé khi a = 1, b = —. 

4 

b. Tim diéu kién giüra a vá b dé hé có nghiém 
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Bái táp 21. Cho hé phirang trinh: 

Ísin2x + sin2y = 1 


sin 2 x + sin 2 y = m 


a. Giái hé trén khi m = —. 

2 


b. Xác dinh m dé hé có nghiém. 

Bái táp 22. Xác dinh m dé' các hé phirung trinh sau có nghiém: 


a. 


cosx = mcos y 
sinx = msin y 
ü 0 £ m £ 2. □ 


-2Smá-l. □ Um$2. 


1 < mi <2. 


sin x + mtgy = m 


tgy + msinx = m 

□ m > 0. a m £ 0. □ l¿m£2. □ OSmSl. 

Bái táp 23. Xác dinh m dé các hé phircmg trinh sau có nghiém: 


a. 


b. 


eos x + m eos y - 1 
[sin x + m sin y = 1 

sin x + sin 2y = 1 
eos x - m(sin y + eos y) 


c. 


tgx + tgy = m 
cos2x + cos2y = l 

sin2x + sin2y = 1 
[eos 2 x + cos : y = m 


71 


Bái táp 24. Xác dinh m dé hé sau có nghiém (x, y) thoá mán x e (0, — ) vá y e (0,7t): 

cosx + cosy = m - 1 
cos2x + cos2y = 2m 2 -2 


1 5 

□ -<m< — 

2 2 


— <m<l. 
2 


3 5 

— <m< — 


1 3 

— <m<-~. 

2 2 


a. 


Bái táp 25. Tim a dé hé có nghiém duy nhát: 
a(l x I +1) = y + cosx 
L l sinx I +y 2 = 1 

□ a = 0. □ a = 1. 

r 2 

ax + a = y + I cosx I 
b. 

sin* x + y 2 =1 

□ a = 0. □ a = 1. 

Bái táp 26. Giái các hé phucmg trinh: 

1 

sinnx.cosíty = — „ 

4,0<x + y<2. 


□ a -2. 


□ a = 3. 


a. 


□ a -2. 


b. 


3tgtrx = tgtry 


a = 3. 


sinnx.sin7ty = — 
4 

[tg7ix.tg7ry = 3 



a. 


Bai táp 27. Giái va bien luán các hé phuang trinh: 

eos x = eos 2 y [sinx + siny = 2sina 

b. S , 2 2 

[sinx = asiny (eos x + cos y = 2sin‘a 

Bái táp 28. Giái va bien luán các hé phuang trinh: 
cosx = mcos2y 


(eos y = mcos2x 


b. 


sin 2 x + sin 2 y = a 


[tg(x + y)tg(x - y) = a-1 


III. Hl/ÓNG DÁN - GIÁI - DÁP S6 
Bái táp 1: 

a. (— + 2krc, — -2k7t) va (— + 2krc, — -2krc), keZ. 

2 6 6 2 

b (— + kn, -krc) va (krc, — -2k7i), k e Z. 

4 4 

Bái táp 2: Kí hiéu các phirang trinh cua hé theo thú tu la (1) va (2). 
Bien dói (1) vé dang: 

X + V X — V (2) X + V 7T X V 

2cos—- .eos—- =2m o eos—- .eos— = mocos- ~ 


= 2m (3) 


a. Vói m = —, ta duac: 

2 

(3) o eos = I o = 2kn o x + y = 4krc, keZ. 
2 2 7 

Do dó, hé tuang duang vói: 


x + y = 4krc 

2n <=> 

x-y = — 


x = — + Dan 
3 

y = -— + 2krr 
3 


. k e Z. 


Váy, vói m = -^ hé có mót cáp ho nghiém. 
b. Hé có nghiém 

o (3) có nghiém o |2m| 5lo |m| ^ ^. 
Váy, vói I m | £ — hé có nghiém. 
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Bái táp 3: Kí hiéu các phutfng trinh cüa hé theo thúr tu la (1) vá (2). 
Bién dói (2) vé dang: 

1 - cos2x + 1 + cos2y = 2m + 1 o cos2x - cos2y = 1 - 2m 
o - 2sin(x - y).sin(x + y) = I - 2m 

Ó) * 2 m — I 

o - 2sin(x - y).sin— = 1 - 2m c=> sin(x - y) = —*(3) 

4 v2 

a. Vói m = 0, hé có dang: 


n 

x + y = — 

4 


n 

x + y = — 

4 


sin(x - y) = —■= 
y/2 


<=>< x-y = — + 2kn<=> 
• 4 

5ti 

x - y = —+ 2krc 

4 


x = k7i & y = — k n 
4 

x = —+ kx & y = ~ —-kr 
4 2 


,keZ 


Váy, vói m = 0 hé có hai cap ho nghiém. 
b. Hé có nghiém khi: 


(3) có nghiém 


2 m -1 ^ . 1 - V 2 ^ 1+^2 

—■=- < 1 o- < m <- 

Jl 2 2 


Vay, h6 có nghiém khi ~~~ S m S * + ^ ' 

Raí táp 4: Kí hiéu các phucmg trinh cüa hé theo thú tu la (1) vá (2). 
Diéu kién: 


eos x * 0 

i 

eos y * 0 


x * — + krt 
2 

y * — + Ix 
2 


, k, 1 e Z. 


Bié'n dói(1) vé dang: 

sin(x + y) . . . b r . , vl 

- = b <=> sin(x + y) = — [cos(x + y) + cos(x - y)] 

eos x. eos y 2 

( 2 ) 

<=> bcos(x - y) = 2sina - bcosa. 

a. Vói a = — vá b = 2, ta duoc: 

12 

(3) <=>cos(x - y) = sin— - eos — = 4l sin( — - —) = — 

12 12 1 . 4 2 


<=> x - y = ± — + 2k7r, k e Z. 
4 
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Do dó, hé tircmg ducmg vori: 


n 


x - y = — + 2kn 
4 


x ty = 


5n 

\2 


<=> 


x -y = — + 2kn 
4 

5n 

x + y = — 

12 

5n 


n u 

X = — + K7t 

3 


y =-kn 

12 


, k e Z 


x = — + kn 
12 

y = — - kn 
3 


Váy, vói a = — va b = 2 he có hai cap ho nghiém. 

b. Xét hai triróng hcfp: 

Tnfdng hcrji I: Né'u b = 0 thi: 

(3) <=> sina = 0 <=> a = kn, k e Z. 

Váy, trong triróng hcfp náy ta có két luán: 

■ Vói a = kn, k e Z va b = 0 hé có nghiém (x,* a - x,,) vori x,, + /n, / e Z. 

■ Vói a * kn, k e Z va b = 0 hé vó nghiém. 

Truáng herp 2: Néu b * 0 thi: 


2 

(3) o cos(x - y) = — sina - cosa. 

b 

Khi dó, hé có nghiém khi va chi khi: 


(4) 


2 . 


(4) có nghiém va sina * 0 -1 < — sina - cosa <, 1. 

b 

Bii táp S: Kí hiéu các phirang trinh cua hé theo thür tu la (1) vá (2). 
Thay (2) váo (1) ta dircíc: 

2cos(n 4- 4y) - cos2y = rrr<=> -2(2cos 2 2y - 1) - cos2y = m 
<=> 4cos 2 2y + cos2y + m - 2 = 0. 

Dát t = cos2y, diéu kién 111 <, 1 ta dircfc: 

4t 2 + t + m - 2 = 0. 
a. Vói m = -3 ta direfe: 

tu 

(3) o 4t 2 + t - 5 = 0 <=> t = 1 o cos2y = 1 <=> 2y = 2kn, k e Z. 

y = kn =o x = — + , k € Z. 

6 3 

Váy, vói m = -3 hé có mót cáp ho nghiém. 


(3) 
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Chmtnu II: Phmmi: trinh vii h¿ phmrm: trinh itiáv 


b. Htráng dan: Hé có nghiém: 

33 

o (3) có nghiém |ti $lo-3$m<-, 

Bái táp 6 : Ban doc ti/lam. 

Bái táp 7: 

a. (— + kn, — - kn) va (— + kit, — - k7i), keZ. 

3 4 4 3 

b. ( — + kit, — - k7i), keZ. 

3 3 

Bái táp 8: Kí hiéu các phucmg trinh cíia hé theo thúr tir la (l) va (2). 

Bien dói (1) vé dang: 

l < 2 > 2n 

- [cos(x - y) - cos(x + y)] = 2mo cos(x - y) - eos-— = 4m 


<=> cos(x - y) = 
a. Vói m = 1, taduoc: 


4m -1 


(3) 


(3) <^> cos(x - y) = — vó nghiém. 


Váy, vói m = 1 hé vó nghiém 
b. Hé có nghiém khi: 

(3) có nghiém <=> * 


^lo < m £ —. 

4 4 

l — i 

1 3 

V3y, vói-< m < — hé có nghiém. 

4 4 

Bái táp 9: - — < m < —. 

4 4 

Bái táp 10: Kí hiéu các phucmg trinh cíia hé theo thúr tu la (1) va (2). 
Diéu kién: 


eos x * 0 
[eos y * 0 


x * — + krt 
2 

y * — + kn 
2 . 


, k g Z. 


(*) 


Bién dói (1) vé dang: 

sin x sin y 

-.—— = m 

eos x eos y 

I ^ 

C4» — [cos(x - y) - cos(x + y)] = — (cos(x -*• y) + cos(x - y)] 

(2) 7C 7t 

o eos-cos(x + y) = m[cos(x + y) + eos — ] 

6 6 


cr> (m + l)cos(x + y) = 


s- 


m 


(3) 
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a. 


Veri m = V3 , khi dó (3) có dang: 

0 7t 

(V3 + 1 )cos(x + y) = 0o cos(x + y) = 0<=>x + y= — + kn, k e Z. 
Do dó, hé tircrng dircrng vói: 


n u 

x + y = — + kn 
2 

71 

X ' y= 6 


<=> < 


n kTi 

x = — + — 
3 2 

ti krc 

y = — -f- 

6 2 


, k e Z. 


Váy. vói m = yf'i hé có mót cáp ho nghiém. 

b. Ta xét ha i truóng hcfp: 

■ Vói m + 1 = 0 <=> m = -1, khi dó: 

+1 


(3) <=> 0 = 

2 

Vói m + 1 * 0 o m * -1 
Khi dó: 


, vó lí => hé vó nghiém. 


(3) <=> cos(x + y) = 
Hé có nghiém truóc hét cán: 

(4) có nghiém <=> 1 ^ m 


V3- 


m 


2(m +1) 


(4) 


£ 1. 


|2(m +1)| 

Ban doi lám tiep vói hni y diéu kiéti (*). 

Bái táp 11: I b | < sina. 

Bái táp 12: Hé có nghiém vói moi a khi b - 0 va khi dó nghiém cua hé la: 
(kTt, a - k7t) va (a - kTi, kTi/, k e Z. 

Bái táp 13: 

a. + kTr. — - krc), k e Z. 

4 6 

b. Kí hiéu các phuong trinh cúa hé theo thú tu la (1) va (2). 

Diéu kiEn cosy * 0 o y * —• + kTt, k g Z 

Bié'n dói (1) vé dang: 

cosx = 2cosy o 2cosx = 4cosy o 3(cosx - cosy) = cosx + cosy 

_ , . x+y . x-y - x + y x-y 

<=> - osm-— .sm-— = 2cos-- .eos-- 

2 2 2 2 


(2) 


. 57t . x-y 

o 3sin — .sin—- + 

6 2 

<=> tg-—- = -|= o —— = — +k7t<=>x-y= — + 2k7t, k e Z. 
5 2 V3 2 6 3 


5ti 


x-y _ 


eos — .eos -—- = 0 
6 2 
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Chuom: H: Phmtnu irinh vá h* phmmu »ñnh lu.mn ui¿w 


Do dó, hé tircmg diráng vái: 


71 

x-y = — + 2kx 
3 

5v 

x + y = — 

3 


o < 


X = 71 + kTC 

2n . ,k€Z. 

y =-kit 

3 


Bái táp 14: 

a. (— + kn, — - k n), keZ. 

3 4 

b. Kí hiéu các phirong trính cua he thco thúr tir la (1) va (2). 
Diéu kién: 


x*kn 

lie »k, 1 € Z. 
y * 


sin x * 0 

► 


sin x * 0 

sin y * 0 o < 

o < 

sin2y * 0 

cot gy * 0 



Bién dói(1) vé dang: 

eos x. sin y _ 1 - 
eos y. sin x i+->Í2 


co anx.cosy - smy.cosx = y¡2 (sinx.cosy + siy.cosx) 

i— (2) <— 

<=> sin(x - y) = V2 sin(x + y) o sin(x - y) = v2 sin- 


<=> sin(x - y)=lox-y=- + 2kn, k e Z. 

2 


Do dó, hé tuong di/cmg vói: 


x - y = — + 2krc 
2 

71 

x + y = — 

4 


<=> < 


3x 

x = — + kx 
8 

y =-krt 

8 


, k e Z. 


Bái táp 15: 

a. Bién dói turrnig dirong hé báng cách cóng vá trir vé vói vé hai phirng trinh 
da cho, ta direfe: 


sin x. eos y + eos x. sin y = 1 
[sin x. eos y - eos x. sin y = 0 


c* i 


sin(x + y) = 1 
[sin(x - y) = 0 


x + y = — + 2k7i 

<=> < 2 o < 

x - y = Xn 


x = — + (k + — >71 

4 2 

iC „ 1 

y - — + (k — )7t 
4 2 


, k, I € Z. 


b. (— + (k + Dtc, + (k - 1)ti ) vá v- - + (k + 1 )ti, — + (k - l>it), k, g Z. 
6 6 6 6 


238 



Bái táp 16: 

a. Bien d<S¡ hé vé dang: 


„ . x + y x-y 1 

2 sin--. eos -— = — 

2 2 2 . x + y 1 x +y n . , 

r- tg-- = —pr <=> -- = — + kít, k G Z. 

, x + y x-y S 2 2 6 

2 eos-¿-.eos-- =— 


o x + y = + 2kx, k € Z <=> y = y - x + 2krc, k e Z. 


Vay hé urcmg dircrng vói: 


y --x + 2 kn 

3 

sin x + sin(— - x + 2 kn) = — 
3 2 


o < 


C=> « 


y = — x + 2 kn 
3 

2 sin — .cos(x - —) = — 
6 6 2 


y = — x + 2 k 7 i 
3 

n k 

x — = — + 2 bt 
6 3 


y = — x + 2 kn 
3 

n K 

x — = — + 2171 
6 3 




y =-x + 2 krc 

J 

n 1 

sin x + sin(— x) = — 
3 2 


y = —-x + 2 krc 
3 

cos(x - —) = — 
6 2 


y = “ + 2 (k - 1 )tü 
6 

x = — + 2lrc 
2 

y = —+ 2 (k - Dti 
2 

x = - — + 21 ir 
6 


k, 1 g Z. 


b. Bién dói hé vé dang: 
[sin x = 7 eos y 
[cosx = 5siny -6 


=> s 


sin 1 x = 49 eos 2 y 
eos 2 x = (5siny-6 ) 2 


(1) 


-> 1 = 49cos 2 y + 25sin 2 y - 60siny + 36 <=> 24sin 2 y + 60siny - 84 = 0 

— » 

sin y = 1 

7 o y = — + 2 k 7 C, k g Z . (3) 

sin y = (loai) 2 


Thav (3) váo hé, tá duoc: 

sin x = 7 cos(^ + 2kn) 

eos x = 5 sin(^ + 2k?t) - 6 
<=> x = ir + 21 rc, 1 e Z. 


<=> < 


sin x = 0 
eos x = -1 


<=> < 


sin x - 0 
eos x = 1 
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Clnhmii II: Phmmu irinh vá h¿ Dhimni; Iñnh lutimi uiúc 


V3y nghiém cüa hé la: 
ÍX = 71 + 2171 


71 . k, 1 G Z . 

y = - + 2k7i 
2 

Bái táp 17: 

a. Báng cách cóng theo vé' hai phircmg trinh cüa hé, ta diroc: 

(sinx + cosx) + (siny + cosy) = 2 <z> sin(x + —) + sin(y + - ) = 2 

4 4 


sinu<l 

O 


7T 

sin(x + —) = 1 
4 

7t 

sm(y + —) = 1 
4 




n n 

x +— = —+ 2k7t 
4 2 

ít n 

y +— = — + 2l7r 
4 2 


o 


x = - + 2kn 
4 

y = — + 21n 

4 


, k, 1 g Z 


Thír lai nghiém trén váo hé ta tháy nó chi dúng khi a = 0. 

Vá:, vói a = 0 hé có mót cap ho nghiém. 

, 7t 3ti 

b. (— + krt,-+ 2l7t), k, 1 g Z. 

4 4 

Bái táp 18: 

a. (— +(k + l)7t,+(k-l)7t )vá(-— +(k + l)7t, — + (k - l)7t), k. Ig Z. 

6 6 6 6 

3 1 

b. — <m£ — hoác m = 0. 

4 4 

Bái táp 19: 

a. (— -♦ kTt, — + Itc) vá (— + k7i, — + l7t), k, 1 e Z. 

3 4 4 3 

b. a 2 b + 4a - 4b £ 0. 

Bái táp 20: 

3 

a. Vnri a = 1, b = — hé phircmg trinh có bón cáp ho nghiém sau: 

4 

(— + 2(k + l)7t, — + 2(k - 1 )ti); 

6 6 

+ 2(k + l)7t, ~ + 2(k-l)it); 

6 6 

(— + (2k + 21 + l)7t, — +(2k-21- 1 )tc); 

6 6 

(-- +(2k + 21+l)7i,-- + (2k - 21 - l)7t),k.leZ. 

6 6 

b. Hé phircmg trinh có nghiém khi a 2 < 4( 1 - | b |). 

Tí 75 

Bái táp 21: Hé phircmg trinh có nghiém khi 1 -< m < 1 + —. 

2 2 
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( 1 ) 


Bái táp 22: 

a. Ta thuc hién phép bien dói: 

eos 2 x = m 2 .cos ft y . , , . . , , 

^ ==> sin x + cos'x = m (sin y + eos y) 

sin 2 x = m\sin ft y 

i = m 2 [(sin 2 y + cos 2 y)' - 3(sin 2 y + cos 2 y)sin 2 y.cos 2 y] 

3 

1 = m 2 ( 1-sin 2 2y) d> 3m 2 .sin 2 2y = 4(m 2 - 1). 

4 

Dé hé có nghiém triróc hét (1) có nghiém 
m * 0 

<^> \ 4(m 2 -1) o 1 á I m I < 2. 

3m 2 5 

Vói 1 < | m I £ 2, giá sü (1) có nghiém y,„ túc la: 

3m\sin 2 2y„ = 4(m 2 - 1) cr> m 2 (sin f ’y„ + cos^y,,) = l ' 

<r> (m.sin Vii) 2 + (m.cos’yo) 2 = 1 
ture la hé (I) luón có nghiém x,,. 

Váy, vói 1 ^ | m I £ 2 hé da cho có nghiém. 

b. m£0. 

Bái táp 23: 

a. I m | <> 2y¡2 va m * 0. 

b. ImUVÍÍ-l. 

c. |m|£ «i - 1. 

S 

Bái táp 24: — < m < —. 

2 2 

Bái táp 25: 

{ a(l x I +1) = y + cosx 

I sin x I +y 2 = 1 

Diéu kien can: Nhán xét ráng néu hé có nghiém (x,„ y„) thl hé cung có 
nghiém (-x,„ y„). Khi dó dé hé có nghiém duy nhá't la 

Xo = -x,, «x,,=0. (*) 

Vói x () = 0, thay váo hé phucmg trinh ta duoc: 

a = y + 1 ía - y + 1 fa = 0 

, <=> => 

y 2 =l ly = ±l L a = 2 

Diéu kién dii: Ta lán luot xét vói hai giá trj tim dupc cua a. 
a. Vói a = 0 hé có dang: 

Í 0 = y + eos x 
I sin x I +y 2 = 1 
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Ch uun K |l: Phtnm jt irinh v á.hlpb.>íiiaiLLnnh 


hé có vó s ó nghiém dang: 

eos x = -1 Íx = 7r + 2k7i 

o < 

y = 1 \y = 1 

Váy a = 0 khóng thoá man. 
b. Vói a = 2 hé có dang: 

[2(1 x I+1) = y + cosx (1) 
ll sinx I +y 2 = 1 (2) 


, k e Z. 


Khi dó ta lán lircrt có các dánh giá sau: 

■ Tír (1) suy ra VT £ 2 va ké't hop vói -1 £ cosx £ 1 ta diro<c \ > 1. 

■ Tír (2) suy ra y ^ 1. 

Váy, hé tircmg dirong vói: 

y = 1 

- 2(1 x I +1) = 1 + cosx <=> 

I sinx I +1 = 1 

. 


2(1 x I +1) = 1 + cosx o 
sinx = 0 


la nghiém duy nhát cüa hé. 

Váy, vói a = 2 hé có nghiém duy nhá't. 
b. a = 2. 
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PHULUC 

• • 

PKtONG PHÁP LIT0NG GlAc HOÁ 

I. TÓM TÁT LY THUYÉT 


Các bái toan: 

1. Daisósocáp nhu: 

a. Chúng minh dáng thiíc 

b. Chúng minh bát dáng thúc 

c. Giái phucmg trinh 

d. Giái bát phirong trinh 


e. Giái hé phircmg trinh va hé bát phucmg trinh 

2. Hám só'„ nhu tim giá tri lón nhát va nhó nhát 

3. Tính nguyén hám va tích phán 


4. Hinh hpc, nhu tim diém thuóc duóng trón, Elíp, Hypebol thoá man 
diéu kién cho truóc, tam giác nói tié'p va các bái toán tié'p tuyén 

trong mót só' trtróng hctp ta có thé chuyén chúng thánh các bái toán lircmg giác 
dé thuc hién, cóng viéc náy ducfc goi la phucmg pháp lucmg giác hoá. 

Viéc lira chon phuong pháp luong giác hoá cho bái toán diroc xác dinh 
thóng qua các dáu hiéu dác biét cüa các bié'n có mát trong bái toán vá các dáu 
hiéu dó lai diroic xác dinh thóng qua mién giá tri cita chúng cüng vói các cóng 
thúc lucmg giác thóng thuóng. 

Ta có các dáu hiéu: 

1. Né'u có diéu kién cúa bié'n x la Ixl < a (a > 0), ta có thé dát: 

x = a.sint, vói t e y ] hoác x = a.cost, vói t e [0, *]. 

Trong truóng hcrp riéng: 

■ Né'u 0 < x < a, ta có thé dát 

71 71 

x = a.sint, vói t e [0, — ] hoác x = a.cost, vói t e [0, — ]. 

2 2 

• Né'u - a £ x £ 0, ta có thé dát 


x = a.sint, vói t e [ - —, 0} hoác x = a.cost, vói t e [ —, ti]. 

2 2 


2. Néu có diéu kién cua bién x la Ixl t a (a £ 0), ta có thé dát: 

x=— ,v<Sit6[-i í]\|0| 
sin t 2 2 


hoác x = —, vói t € [0,7t] \ { — }. 
cost 2 
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3. Néu biénx € R, ta có thé dát: 


n ti 


x = tgt, vói t g (-, —) hoác x = cotgt, vói t e (0, it). 

2 2 

Trong truóng hop riéng: 

■ Néu xk 0, ta có thé dát 

x = tgt, vói t g [0, y) hoác x = cotgt, vói t g (0, y ]. 

■ Néu x £ 0, ta có thé dát 

x = tgt, vói t g ( - — , 0] hoác x = cotgt, vói t g [ - , ti). 

2 2 

4. Né'u hai bié'n x, y thoá man diéu kién a 2 .x 2 + bly 2 = c 2 , vói a, b, c > G, ta duot: 


+ (»Y =, 


Do dó, chon phép dát: 


ax c. sin t 

— = sin t x =- 

<=> - a vói t G [0, 2 tc]. 
by c. eos t 

= eos t y =- 

c I b 


Trong triróng hop náy néu cán su dung tói dáu cüa x va y ta có thé han 
ché góc t, vi du néu có x, y > 0 thi 0 < t < y. 

5. Các biéu thúrc thuóng duoc luong giác hoá: 


Biéu thúrc 



a + b 


1 -ab 


Cách luóng giác hoá biéu thúrc 


X =1 a | sin t vói - y £ t ^ y 
x =| a | cost vói 0 < t S ir 


x = vói t e \ |0) 

sin t 2 2 

x - vói t e [0,n] \ {-^-j 
cost 2 


X H a I tgt vói - y C t < y 
x =| a | cotgt vói 0 < t < ti 


X = acos2t 


x = a + (b - a)sin 2 t 


a = tga ti 7t. 

, vói a, Pg(- -) 
b = tgp 2 2 














Phu luc: Phuann pháp lifttm: niác hná 


II. PHirdNG PHÁP THl/C HIÉN VA BÁI TÁP 

Ta thiíc hién theo các buóc sau: 

Bitóc 1: Ltfgng giác hoá bái toán. 

Bifár 2: Thuc hién bái toán trong mói trUcrng luong giác. 

BÁI TÁP TI/ LUÁN VÁ TRÁC NGHIÉM 

Bái táp 1. Cho a 2 + b 2 + c 2 + 2abc = 1 vá 0 < a, b, c < 1. 

a. Lúa chon viéc luong giác hoá cho biéu thúrc la: 

□ a = sina, b = sinp, c = siny. □ a = tga, b = tgp, c = tgy. 

□ a = cosa, b = cosp, c = cosy. □ Lira chon khác. 

b. Chúmg minh ráng: 

abe + 1 = c V(1 -a 2 )(l - b 2 ) + a>/(l -b 2 )(l-c 2 ) + b>/(l-c 2 )(l-a 2 ). 
Bái táp 2. Cho a + b + c = abe. 

a. Lira chon viéc luong giác hoá cho biéu thúrc la: 

□ a = sina, b = sinP, c = siny. □ a = tga, b = tgP, c = tgy. 

□ a = cosa, b = cosp, c = cosy. □ Lúa chon khác. 

b Chúmg minh ráng: 

3a - a* 3b -b* 3c-c 3 _ 3a - a 3 3b - b 3 3c - c* 

1 - 3a 2 I-3b 2 1 -3c 2 l-3a 2 1 -3b 2 l-3c 2 

Bái táp 3. Cho ab + be + ca = 1. 

a. Lira chon viéc luong giác hoá cho biéu thúrc lá: 

□ a * sinA, b = sinB, c = sinC. □ a = tgA, b = tgB, c = tgC. 

□ a = cosA, b = cosB, c = cosC. □ Lúa chon khác. 

b. Chúmg minh ráng: 

a + b + c - 3abc = a(b 2 + c 2 ) + b(c 2 + a 2 ) + c(a 2 + b 2 ). 

Bái táp 4. Néu x„ x 2 , x, lá nghiém cúa phucmg trinh: 
x 1 + ax 2 + x + b = 0 (b * 0). 

Chúmg minh ráng 

(x,- — )(x 2 - —) + (x 2 - — Xx,- — ) + (x,- — Xx,- — ) = 4. 

X, x 2 x 2 x 3 X} X, 

Bái táp5. Cho|aUl. 

a. Lira chon viéc luong giác hoá cho a lá: 

□ a - sina. □ a = cos2a □ a = tga. □ Khác. 

b. Chúmg minh ráng: 

(1 -a)" + (l +a) n <;2 n , Vn e N va n £ 2. 

Bái táp6. Cho |a| £ 1. 

a. Lira chon viéc luong giác hoá cho a lá: 

i 1 

□ a*sina. □ a= tga Q a = — —• Q a = -• 

0 sina cosa • 
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b. Chúmg minh ráng: 

-4í s9. 

a 2 

Bái táp 7. Qio các só a, b, c, d thoá man a 2 + b 2 = 1 va c 2 + d 2 = 1. Chúmg rrunh ráng: 

la(c - d) + b(c + d)l ^ . 

Bái táp 8. Cho 4a 2 + 9b 2 = 25. Chúmg minh ráng: 

16a + 12b | <, 25. 

Bái táp 9. Cho bát dáng thúrc: 

laVl-b 2 -bVl-a 2 | £ 1. 

a. Lira chon viéc lircfng giác hoá cho bát ding thúrc lá: 

□ a = sina, b = sinp. □ a = tga, b = tgp. 

a a = cosa, b = cosp. □ Lira chon khác. 

b. Chúmg minh bát dáng thúrc. 

Bái táp 10. Cho bát dáng thúrc: 

I a Vi - b 2 + b Vi -a 2 + VJ [ab->/(! -a 2 )(1 ^b 2 ) ] £2. 

a. Lira chon viéc lircmg giác hoá cho bát dáng thúrc lá: 

□ a = sina, b = sinp. □ a = tga, b = tgp. 

□ a = cosa,'b = cosp. □ Lira chon khác. 

b. Chúmg minh bát dáng thúrc. 

Bái táp 11. Cho x, y thoá man 3x + 4y = 7. Chúmg minh ráng: 


x 2 + y 2 £ 


49 

25 


Bái táp 12. Cho các s 6 a, b, c thoá man 0 < c £ a, c £ b. Chúmg mini ráng: 
^(a-c)c + ^(b -c)c ú Vab . 

% 

Bái táp 13. Cho phircrng trinh: 

4x 3 - 3x = Vl-x 2 


a. Lila chon viéc lircmg giác hoá cho phutmg trính lá: 

□ x = sint. □ x = cost. □ x = tgt. □ Kiác. 

b. Phircmg trinh có bao nhiéu nghiém. Tim các nghiém dó. 

Bái táp 14. Cho phirong trinh: 

i + \ Vx-x 2 = + VTT. 

3 

a. Lira chon viéc lircmg giác hoá cho phirong trinh lá: 

□ x = sin 2 t. □ x = cos 2 t. □ x = tg 2 t. □ Khác. 

b. Giái phurcmg trinh. 

Bái táp 15. Cho phircmg trinh: 

x 3 + y¡( 1-x 2 ) 3 =xV2(l-x 2 ). 

a. Lira chon viéc luong giác hoá cho phircmg trinh lá: 

□ x = sint. □ x = cost. □ x = tgt. □ Kháic. 

b. ' Giái phircmg trinh. 
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Bái táp 16. Cho bát phircmg trinh: 

I 3x , 

- > . : =r - 1. 

* " x ~ Vi — x 2 

a. Lúa chon viéc luong giác hoá cho bát phircfng trinh la: 

Q x = sint. □ x = cost. □ x = tgt. □ Khác. 

b. Giái bát phircmg trinh. 

Bái táp 17. Vói a > 0, giái bát phirong trinh: 


x + Va 2 - x 2 < a. 

Bái táp 18. Tim a dé bát phirong trinh sau có nghiém: 

Va - x + Vx + a > a. 

Bái táp 19. Cho hé phirong trinh: 

x+>/i-y 2 = 1 

y + Vl-x 2 = 1 

a. Lira chon viéc luong giác hoá cho hé phircmg trinh la: 

□ x = tga, y = tgP. 

□ Lira chon khác. 


a. Lúa chon viéc luong giác hoá cho phuong trinh lá: 

□ x = sina, y = sinp. □ x = tga, y = tgP. 

□ x = cosa, y = cos(3. □ Lira chon khác. 

b. Giái hé phircmg trinh: 

III. Hl/ÓNG DAN - GIÁI - DÁP SÓ 

Bái táp 1. Vi0<a,b,c< l,dáta = cosa,b = cosp,c = cosy, vói0<a, P,y< 

Khi dó, vói diéu kién: 

a 2 + b 2 + c 2 + 2abc = 1 o cos 2 a + cos 2 p + eos*/ + 2cosa.cosp.cosy = 1 
« ^ (1 + cos2a)+^(l + cosp) + eos 2 / + [cos(a + p) + cos(a + P)].cosy = 1 

<=> cos(a + P).cos(a - P) + eos 2 / + cos(a + P).cosy + cos(a + p).cosy = O 
<=> [cos(a + p) + cosy].[cos(a - P) + cosy] = O. 

<=> cos(a + P) + cosy = O o cos(a + P) = cos(rc -y)<=>a+P+y = rc. 
Khi dó, dáng thúrc duoe bié'n dói vé dang: 

cosa.cosp.cosy + 1 = cosy-^(1 - eos 2 a)(l - eos 2 P) + 

+ cbsaV(l-p 2 )(l-y 2 ) + cosp ^(1 -y 2 )(l -a 2 ) 


□ x = sina, y = sinp. 

□ x = cosa, y = cosp. 
b. Giái hé phirong trinh. 

Bái táp 20. Cho hé phuong trinh: 
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co cosa.cos p.cosy + 1 = cosy.sina.sinP + cosa.sinp.siny + cosP-iina.siny 
co cos(a + P).cosy - sin(a + P).siny + 1 = 0 co cos(a + p + y) + 1 = 0. dúng. 

Bái táp 2. Dát a = tga, b = tgp, c = tgy, vói a, p, y e (-^~). 

ém 

Tír giá thié't ta có: 

a + b + c = abe o tga + tgP + tgy = tga.tgp.tgy 

co tga + tgp = - (1 - tea.tgP)tgy o = - tgy 

1 -tga.tgP 

co tg(a + P)= g( - y) co a p = -y + kítcoa+p + y^kx. (2) 
Khi dó, dáng thúc cán chúng minh diroc bié'n dói vé dang: 

3tga - tg\x t 3tgP - tg 3 p ^ 3tgy - tg 3 y _ 3tgá - tg 3 a 3tgP~tg 3 p -^y-tg-y 

1 - 3tg 2 a 1 - 3tg 2 p 1 - 3tg 2 y 1 - 3tg 2 a 1 - 3tg 2 p 1 - ?tg 2 y 

co tg3a + tg3p + tg3y =t g 3a.tg3p.tg3y 

co tg3a + tg3p = - (1 - t g 3a.tg3P)tg3y co tg3a * tg3 f = - t f 3y 

l-tg3a.tg3p 

( 2 ) 

co tg(3a + 3P) = - tg3y <o tg(3kn - 3y) = - tg3y luón dúng. 

Váy, dáng thírc duac chúng nrnnh. 

Bái táp 3. Dát a = tgA, b = tgB, c = tgC, vói A, B, Cc(- —, y). 

2 2 

Tír giá thiét ta có: 

tgA.tgB + tgB.tgC + tgC.tgA = lcoA + B + C= ^ + kx 

co2A + 2B + 2C = * + 2kn co sin(2A + 2B + 2C) = 0 
co sin(2A + 2B).cos2C + cos(2A + 2B).sin2C = 0 
co sin2A.cos2B.cos2C + cos2A.sin2B.cos2C + 

+ cos2A.cos2B.sin2C - sin2A.sin2B.sh2C = 0 
co sin2A.cos2B.cos2C + cos2A.sin2B.cos2C + 

+ cos2A.cos2B.sin2C = s¡n2A.sinlB.sin2C 


co tgA. 


cos2B.cos2C 
eos 2 Bcos 2 C 


„ eos 2C. eos 2 A 
+ tgB.-r- — + 

eos Ccos A 


+ tgC. 


eos 2 A. eos 2B 
eos 2 A eos 2 B 


= = 4tgA.tgBtgC(l) 


Nhán xét ráng: 

2 

cos2x 2eos x-1 


eos 2 x 


eos 2 x 


= 2 - (1 + tg 2 x) = 1 -tg 2 x. 


Khi dó, dáng thúc cán chúng minh diioe bién ddi vé dang: ' 
tgA.(l - tg 2 B)( 1 - tg 2 C) + tgB.(i - tg 2 C)( 1 - tg 2 A) + 

+ tgC.(l - tg 2 A)( 1 - tg 2 B) = 4tgAtgB.tgC 
co a(l - b 2 )(l - c 2 ) + b( 1 — c 2 )(l - a 2 ) + c(l - a 2 )(l - b 2 ) =* 4ibc 
co a + b + c + abc(bc + ca + ab) - 4abc = a(b 2 + c 2 ) + bíc 2 + a 2 ) + t(a 2 + b 2 ) 
> a + b + c - 3abc = a(b 2 + c 2 ) + b(c 2 + a 2 ) + c(a 2 + b 2 ). 
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Bai táp 4. Tír giá thiét ta có: 

x,x 2 4- x 2 x, + x,x, = 1 va vi b * 0 do dó x,, x 2 , x,* 0 . 

Dát x = tgA, y = tgB, z = tgC, vói A, B, C e (- —, —). 

2 2 

Ta có: 


igA.tgB + tgB.tgC + tgC.tgA = l<=>A4-B + C= y+kK 

<=> 2A + 2B + 2C = n + 2krc. (1) 

Khi dó, dáng thúrc cán chúmg minh diroe bien dói vé dang: 

(tgA - cotgA)( tgB - cotgB) + (tgB - cotgB)( tgC - cotgC) + 

+ (tgC - cotgC)( tgA - cotgA) = 4 
<=> (-2 colg2A)( - 2 cotg2B) + ( - 2cotg2B)( - 2cotg2C) + 

+ ( - 2cotg2C)( - 2 cotg2A) = 4 
<=> cotg2A cotg2B + cotg2Bcotg2C + cotg2Ccotg2A) = 1 
<=> 2A 4- 2B + 2C = n + 2krt, luón dúng do (1). 


Bái táp 5. Tír giá thié't | a I £ 1, dát a = cos2a, a e [0, y ]. 

Khi dó: 

VT = (1 - cos2a T + (1 + cos2a) n = 2".sin"a + 2 n .cós n a = 2".(sin n a 4 - cos"a) 
<, 2".(sin 2 a 4- cos 2 a) = 2" = VP. 

Bái táp 6 . Vói giá thiét | a I £ 1, dát a = — - —, vói a e [0, —).. 

cosa 2 

Khi dó, bá't dáng thúrc dirae bié'n dói vé dang: 

-4a ! s5- 12Va 2 -1 í9a’o- -— £5-12 - 1 S —%- 

eos 2 a Veos 2 a eos 2 a 

o - 4(tg 2 a 4- 1) < 5 - 12tga ^ 9(tg 2 a 4- 1) 


4tg“a - 12tga 49 £ 0 


(2tga -3) 2 £0 
(3tga 4 2) 2 >0 


, luón dúng. 


|9tg a 412tga 44^0 
Bái táp 7. Tír giá thiét: 

a 2 + b 2 = l, dát a = sina vá b = cosa, a e [0, 27t). 

c 2 4- d 2 = 1, dát c = sinp vá d = cosp, p e [0, 2k). 

Khi dó: 

I a(c - d) 4- b(c 4- d) I = | (sinP 4- cosP).sina + (sinP - cosP).cosa | 

= 4l |sina.cos(p- —) 4-cosa.sin(p - — )|. 

4 4 

• = VI | sin(a 4- p - —) 1 <> VI dpem. 

Bái táp 8. Bién dói giá thiét vé dang: • 

.2 /«. \2 


'£) + í^| =1. 
.3 ) 1 5 J 


2a 3b 

Dát — = sina vá — = cosa, a e [0, 2n). 
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Khi dó, bát dáng thút dupc bien dói vé dang: 

15sina + 20cosa I <, 25 <=> | 3sina + 4cosa | £ 5 


i 3 . 4 i • 

<=> — sina + — cosa < 1. 

5 5 


(*) 


• ( 3 ^ (4\ 2 3.4 

Vi I — + I — I =1 nén tón tai góc (5g[0, 2 n) sao cho cosp = , sirp = —, 

khi dó: 

(*) o | cosp.sina + sinp.cosa | < 1 <=> | sin(a + P) I £ 1, luón dúng. 
Bái táp 9. Hircnig clan: Dat a = sina, b = sinp ta bié'n dói difpc bát dang thúrc 
vé dang | sin(a - p) | £ 1, luón dúng. 

Bái táp 10. Diéu kién : 

1 -a 2 2 0 fial< 1 

1-b 2 £0 ^ 1‘bHS T 

Dát a = sina, b = sinp, vói a, p g [0, «]. 

Khi dó, bát dáng thúc dtrpc bié'n dói vé dang: 

I sina. -sin 2 P + sinp. Vi -sin 2 a + 

+ Vi [ sina.sinp - ^(1-sin 2 a)(l-sin 2 &) I £ 2 
<=> | sina.cosp + sinp.cosa + Vi (sina.sinp - cosa.cosp) | < 2 

sin(a + P)- Vícos(a + p)| ^2<=> | -sin(a+p)- — cos(a+P)| <, 1 


o 


<=> lsin(a + p - — )1 £ 1, luón dúng. 
Bái táp 11. Tírgiá thié't: 



r- 


/x 2 + y 2 

3 

x ^ 4 y 

5 ' 

\¡x 2 +y 2 5 Jx 2 + y 2 


(1) 


Nhán xét ráng : 


Vi ( — ) 2 + ( — ) 2 = 1, dát — = sina va — = cosa, vói a e |0, 2 i). 
5 5 '5 5 


Vi ( 


í 


2 2 
x +y 


) 2 + ( 


2 2 
x + y 


y ¡\ 2 + 


I 

= sinp va 


) 2 = 1, dát: 


y- V“ 2 ‘ *‘ 2 


x = cosp, vói p G (0, —]. 


X* + y 


Khi dó (l) dtrpc chuyén vé dang: 

7=5yj'x 2 +y 2 .(sina.cosp+casa¿inp)=5<y/x 2 +y 2 siria+fi)<5^: 2 +y 2 

<=> ^x 2 + y 2 £ — o x 2 + y 2 £ — dpcm. 

• S 23 
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Bái táp 12. Tír giá thiét ta bién dói bát dáng thúrc vé dang: 

c. c 


a-c c 

V a 
Nhán xct ráng : 


c b - c c r~r / c c I c c 

■í + i~ + i/ (| -í , 7 


< 1 


(1 — ) + - = 1, dát 1 — = sin 2 a va - = cos 2 a, vói a e [0. — ]. 

a a a a 2 

(1 - — )-»- — = 1, dát 1 — — = sin 2 p va — = cos 2 p, vói p e [0, — ]. 

b b b b 2 

Khi dó bát dáng thúrc diroc chuyé’n vé dang : 

a.eos 2 p + Veos 2 a.sin 2 P ^ 1 o sina.cosP + cosa.sinP < 1 


<=> sin(a + P) <, 1 luón dúng. 

Raí táp 13. Diéu kién: 

l - x 2 £ 0 o Ixl <, 1. 

Vói diéu kién (*), dát x = cost, t e [0. nj. 

Khi dó phiíang, trinh diroc chuyén vé dang: 

4cos't - 3cost = V1 - eos 2 i <=> cos3t = Isintl 
<"> 

o cos3t = sint o cos3t = cos( — -1) 


(*) 

(**) 


<=> 


3t = — -t + 2kn 
2 

3t = - —+ t + 2kn 
2 


O 


n kn 

t = — +— 
8 2 


<•*) 

o 


t = — + kn 
4 


n 

t = — 

8 

5n 

t = — o 
8 

t - — 

” 4 


x = eos — 

8 

5n . „ 

x = eos —. k e L. 
8 


x = eos ■ 


3n 


Váy. phi/ong trinh có ba nghiém phán biét. 
Bái táp 14. Diéu kién 

x - x 2 £ 0 

x 2 0 c=> 0 ^ x < 1. 

1 - x £ 0 


(*) 


Vói diéu kién (*), dát x = cos 2 t, t e [0, — ]. (**) 

2 

Khi dó, phirong trinh diroc bién dói vé dang: 

1 + — Veos 2 t - eos 4 t = Veos 2 t + Vi - eos 2 t 
3 

O 3 + 21 sint.cost | = | cost I + | sint | o 3 + 2sint.cost = 3(cost + sint) 


Dát sint + cost = u, diéu kién 1 <, u £ Jl , suy ra sint.cost = 


u 2 -l 


Khi dó, phirong trinh có dang: 

3 + u 2 - 1 = 3iuc=> u 2 - 3u + 2 = 0 o 


u = 1 
u = 2 (1) 


o sint + cost = 1 
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<=> V 2 s'in(t + —)=!<=> sin(t + —) = -X= 
4 4 V2 



t = 2krt 

(**) 

t=0 

<=> 

71 

<=> 

71 O 


t = — + 2k7t 




L 2 


_'~2 


2 n . 
x = eos — = 0 


x = cos z 0 = 1 
71 
2 

Váy, phircmg trính có nghiém la x = 0 hoác x = 1. 
Bái táp 15. Diéu kién 

I-x^Oo-líx^l. < 

Dát x = sint vói t € 

2 2 


( 1 ) 


Khi dó, phirong trính có dang: 

sinH + ^(1 - sin 2 tj 3 = sint. ^2(1 -sin 2 t) o sin\ + cos’t = V2 sint.cost 
<=> (sint + cost) 3 - 3(sint + cost).sint.cost = 4l sint.cost 

, r y 2 -! 

Dát y = sint + cost, diéu kién Itl <, V2 , suy ra sint.cost = —. 

Khi dó, phircmg trính dirpe bién dói vé dang: 

y 1 - 3.^ .y = V2 .2-Z± <r>y’ + y 2 V2 - 3y - VI =0 


2 ' 2 
o (y - VI )(y 2 + 2y VI + 1) = 0 <=> 

Vói y = V 2 , ta diroc: 


y = VI 
y = 1-VI 


sint + cost = VI o sin(t + — )=lof+- = — 

4 4 2 

n . 71 VI 

ot= - ox = sin- = —. 

4 4 2 

■ Vói y = 1 - V 2 , ta duoc: 

sint + cost =l-i/2 <=> x+ Vi -x 2 =1-V2 
<=> V 1-x 2 = 1 - 1/2 -x 

es» ( 


o 


o 


X^l-V5 

x 2 -(l-VI)x + l-VI = 0 


[l-V2-x>0 

1-x 2 =(l-i/2-x) 2 

xíS1 ~^ ,-_ 1 -V2-V2V2^1 

i-Vl±>£vn ox = —2 - 


X = 


Váy, phircmg trính có hai nghiém. 

Bái táp 16. Hiráng Jan: Dát x = cost, t e [0, 71 ]. 
Bái táp 17. Diéu kién 

a 2 - x 2 > 0 <=> Ixl <, a. 
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Dát x = a.cost, vói t e [0, je]. 

Khi dó, bát phUcmg trinh có dang: 

a.cost + a.sint <, a o cost + sint ^ 1 <=> cos(t - —) < -J=r 

4 V2 


<^> 


7t ■ 



— < t £ 71 

- 1 ^ eos t £ 0 

- a < a.cost < 0 

2 c=> 

0 

C=> 

t = ° 

cost = 1 

a.cost = a 




-a á x <, 0 
x = a 


Váy, nghiém cüa bát phirong trinh la - a < x < 0 hoac x = a. 
Bai táp 18. Diéu kién: 

a 2: 0 

a- x > 0 o 


x +a > 0 


[a > 0 
l-a < x < a 


Vói diéu kién (*), dát x = acost, t e [0, ti]. 

Khi dó, bát phircmg trinh diroc chuyén vé dang : 

>/a - a.cosí + Va + a. eost > a <=> VlaVsin — +cos—)> 

2 2 

O 2cos( — - —) > Va o cos( — - —) > —. 

2 4 2 4 2 

Tír(**), ta duac: 

VI . , t n . . 

— — cos( — - -) < 1. 

2 2 4 


4 2 4 4 


„ VI 


Váy, dé bát phircmg trinh có nghiém diéu kién la < 1 <=> a < 4. 

Raí táp 19. Hircmg dan: Diéu kién: | x I, I y I < 1. 

Dát x = sina, y = sin(i ta tim ducrc hai cap nghiém (0, 0), (1, 1). 
Bái táp 20. Diéu kién x, y * ±1. 

Dát x = tgcx, y = tgP. vói a, p 6 ( - -^)\ (±-^ }, 

2 2 4 

Khi dó, hé dude chuyén vé dang: 

2tgP 

- = 117(1 

Ítg2p = tga _ [2p = a + k7i 
jtg2a = 


, =‘ga 

i-'g p 


2tga 


= *gP 


igP 




2a = P + In 


ll- 

tg a 



kn + 2l7i 

k7l + 2l7t 


a =- 

1 

x “ f g , k.leZ 


J <=> < 

O 


_ 2k7l+l7t 

2k7t + l7t 


P =- - - 

y = tg 


3 

3 L 


(*) 

(**) 


x = y = 0 

x = VI & y = -VI. 
x = -VI & y = VI 


Váy hé có 3 cáp nghiém. 
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